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Re´sume´
La pre´sence de fines particules de matie`res oxydables est rencontre´e dans de nombreuses situations
industrielles. Le risque d’explosion de poussie`res pre´sente une menace constante pour les industries de
transformation qui fabriquent, utilisent ou manipulent des poudres ou des poussie`res de matie`res com-
bustibles. Dans le secteur nucle´aire, les sce´narios envisage´s traitent, en particulier, le risque d’explosion
de poussie`res de graphite lie´es aux ope´rations de de´mante`lement des re´acteurs Uranium Naturel Gra-
phite Gaz. La proble´matique conside´re´e, dans le cadre de ce travail de the`se, est celle de la combustion
d’un me´lange dilue´ gaz-particules. L’objectif de cette the`se est de de´velopper un mode`le Euler-Lagrange
macroscopique permettant de pre´dire la vitesse laminaire de flamme qui est une des donne´es essentielles
pour les mode`les de vitesse de flamme turbulente utilise´s dans l’e´valuation des risques d’explosion de
poussie`res. Dans un premier temps, les e´quations macroscopiques de transferts massique et thermique
sont de´rive´es a` partir de la me´thode de prise de moyenne volumique. L’inte´reˆt de l’approche utilise´e ici
est de proposer des proble`mes de fermeture permettant d’estimer les coefficients de transferts effectifs,
tels que les coefficients d’e´changes thermiques et le coefficient effectif de la re´action he´te´roge`ne. Dans
un deuxie`me temps, des simulations Euler-Lagrange sont utilise´es pour de´terminer la vitesse de flamme
laminaire diphasique plane en fonction des caracte´ristiques du me´lange gazeux et des poussie`res de
graphite. Le mode`le propose´ dans ce travail est compare´ au mode`le Euler-Lagrange classique base´
sur la re´solution du proble`me de couche limite pour une particule isole´e en milieu infini. Cette e´tude
montre que les effets du taux de dilution et des e´changes indirects entre les particules ne sont pas
syste´matiquement ne´gligeables dans les e´changes macroscopiques entre les deux phases. D’autre part,
la pre´sente e´tude laisse entrevoir la potentialite´ de l’approche propose´e pour les simulations de´taille´es
de l’e´coulement diphasique.
Mots cle´s : Combustion, mode´lisation multi-e´chelle, e´coulement diphasique, transferts de chaleur et
de masse, approche Euler-Lagrange, prise de moyenne volumique, vitesse de flamme laminaire, re´action
he´te´roge`ne.
Abstract
The presence of fine particles of oxidizable materials is encountered in many industrial situations. The
risk of dust explosion presents a constant threat in transformation industries that manufacture, use
or manipulate powders or combustible materials dusts. In nuclear safety analysis, one of the main
scenarios is the risk of graphite dust explosion that may occur during decommissioning operations of
Uranium Natural Graphite Gas reactors. The issue considered in this thesis is related to combustion
of a dilute gas-particle mixture. This work aims at developing a macroscopic Euler-Lagrange model for
predicting laminar flame velocity, which is one of the essential data for turbulent flame velocity models
used to evaluate the risk of dust explosion. First, the macroscopic heat and mass transfer equations are
derived using the volume averaging method. The major interest of the proposed approach is to provide
closure problems that allow to estimate the effective transport coefficients, such as heat exchange coef-
ficients and the effective coefficient of the heterogeneous reaction. Second, Euler-Lagrange simulations
are used to determine the plane two-phase laminar flame velocity as a function of gas mixture and
graphite dust characteristics. The proposed model is compared to the classical Euler-Lagrange model
based on the resolution of the boundary layer problem in the vicinity of an isolated particle in an infi-
nite medium. Results show that the dilution rate and the indirect particle-particle exchanges are not
systematically negligible in the macroscopic exchanges between the two-phases. On the other hand,
this study suggests the potentiality of the proposed approach for detailed simulations of two-phase flow.
Key words: Combustion, multi-scale modelling, two-phase flow, heat and mass transfer, Euler-
Lagrange approach, volume averaging method, laminar burning velocity, heterogeneous reactions
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1.1 Contexte
1.1.1 Le risque d’explosion de poussie`res dans les analyses de suˆrete´
Les explosions de poussie`re re´sultent de l’inflammation de particules organiques ou me´talliques de petite
taille, typiquement de diame`tre dp . 10−4 m, en suspension dans un me´lange gazeux. La pre´sence de
fines particules de matie`re oxydable se rencontre dans de nombreuses situations de sorte que le risque
d’explosion de poussie`res concerne la quasi-totalite´ des domaines industriels [41, 70].
La premie`re explosion de poussie`res est re´fe´rence´e en 1785 [36, 41], il s’agit d’une explosion de farine
dans une boulangerie de Turin. Suite a` l’explosion de poussie`res dans l’e´tat de l’Iowa survenue en
1919 et provoquant la mort de 43 personnes, la National Fire Protection Association (NFPA) a e´te´
cre´e´e aux USA. En 1956 la NFPA a publie´ un rapport recensant 1123 explosions de poussie`res aux
USA de 1900 a` 1956 [41]. Entre 1980 et 2005, le US Chemical Safety Board (CSB) a signale´ 281 autres
explosions de poussie`res dites majeures [120] faisant 119 morts et 718 blesse´s. Au Japon, 269 explosions
de poussie`res ont e´te´ rapporte´es sur la pe´riode de 1952 a` 1995 [94]. En Allemagne, 357 explosions ont
e´te´ rapporte´es pour une pe´riode allant de 1965 a` 1985 [41]. En France, de nombreuses explosions ont
e´galement e´te´ recense´es [36, 70], celle des silos agricoles de Metz en 1982 entrainant le de´ce`s de 12
personnes et celle de Blaye en 1997 causant la mort de 11 personnes font parties des accidents les plus
marquants. Cette liste non-exhaustive montre que les risques d’explosion de poussie`res pre´sentent une
menace constante pour les industries qui fabriquent, utilisent et/ou manipulent des poudres ou des
poussie`res de matie`res combustibles.
Figure 1.1 – Explosion des silos agricoles de Blaye en Gironde en 1997
Dans le secteur nucle´aire, des situations de risque d’explosion de poussie`res sont lie´es aux ope´rations de
de´mante`lement des re´acteurs de la filie`re nucle´aire dite UNGG (Uranium Naturel Graphite Gaz) [30,
31, 133]. Il s’agit historiquement de la premie`re filie`re nucle´aire franc¸aise avec des re´acteurs construits
au cours de la pe´riode 1950-1960. La technologie UNGG utilise l’uranium naturel sous forme me´tallique
comme combustible pour la fission nucle´aire, les barreaux de combustible sont place´s dans des caissons
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contenant un empilement de graphite jouant le roˆle de mode´rateur neutronique et le fluide caloporteur
assurant le refroidissement est du dioxyde de carbone gazeux. Si les re´acteurs de la filie`re UNGG
sont aujourd’hui tous a` l’arreˆt, les ope´rations de de´mante`lement ne sont pas termine´es et le risque
d’explosion des de´chets de graphite sous forme pulve´rulente ne peut pas eˆtre ne´glige´ syste´matiquement
[31]. La pre´sence de ces poussie`res de graphite provient des ope´rations de de´mante`lement en elles-meˆmes
mais peut aussi provenir de la ruine des caissons re´acteurs (corrosion, se´isme, . . . ). Enfin, le risque
d’explosion ne peut pas non plus eˆtre e´carte´ lors des ope´rations de reprise et de conditionnement des
de´chets dans des silos de stockage. Par ailleurs, la probabilite´ du risque d’explosion et sa se´ve´rite´
pourraient eˆtre modifie´es par la pre´sence de poussie`res me´talliques fre´quemment rencontre´es sur les
sites en de´mante`lement [30, 31]. Ces poussie`res constitue´es principalement de fer et de magne´sium
proviennent des ope´rations de de´mante`lement mais peuvent e´galement eˆtre le re´sultat de l’e´rosion des
diffe´rentes structures pendant le fonctionnement du re´acteur.
Figure 1.2 – Re´acteur mode´re´ au graphite en attente de de´mante`lement
D’autres situations de risque d’explosion de poussie`res sont concerne´es dans le secteur nucle´aire, c’est
le cas en particulier de l’installation expe´rimentale ITER (International Thermonuclear Experimental
Reactor) en cas d’accident de perte de confinement du re´acteur [137]. Lors d’un accident d’entre´e d’air
ou d’eau dans la chambre a` vide du tokamak, les poussie`res de be´ryllium et de tungste`ne [71, 118, 119]
issues de l’e´rosion des parois de la chambre a` vide par le plasma peuvent eˆtre remises en suspension et
re´agir avec l’air ou la vapeur d’eau pre´sente. Les de´gaˆts mate´riels et potentiellement humains provoque´s
par l’explosion sont accompagne´s d’un risque radiologique et toxique selon le type de particules rejete´
dans l’environnement. La se´ve´rite´ de l’explosion est principalement lie´e au sce´nario conside´re´ puisque
dans le cas d’un accident d’entre´e d’eau, l’hydroge`ne ge´ne´re´ par l’oxydation des poussie`res contribue
e´galement a` la formation d’une atmosphe`re explosive dans la chambre de confinement [69].
Figure 1.3 – Chambre a` vide du tokamak ITER
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1.1.2 De´flagration d’un nuage de poussie`res : phe´nome´nologie
Si les me´canismes de propagation de flamme dans les me´langes gazeux sont relativement bien identifie´s,
les connaissances acquises dans le cas d’un nuage de poussie`res ou de gouttes ont progresse´ (e.g.
[77, 115]) mais pre´sentent un niveau de maturite´ beaucoup moins important. La pre´sence d’une phase
disperse´e au sein d’un e´coulement est en effet susceptible de venir modifier de manie`re significatives
ses caracte´ristiques.
Parmi les modifications attendues, on peut par exemple citer les variations locales de richesse dues
a` la vaporisation des gouttes ou a` la pyrolyse des particules solides, une modification de la zone
de pre´chauffage en fonction des proprie´te´s radiatives des particules, ou encore une modification des
caracte´ristiques de la turbulence dans la phase porteuse due a` des effets de sillage. L’ampleur de ces
modifications varie significativement en fonction de la nature de la phase disperse´e (gouttes, particules
me´talliques, . . . ) et de ses caracte´ristiques (chargement massique, diame`tre moyen, . . . ). Enfin, le
cas des de´flagrations dites hybrides, c’est-a`-dire les de´flagrations mettant en jeu plusieurs types de
combustible gazeux ou solide, pose des difficulte´s supple´mentaires puisque dans ce cas il n’existe pas
de lois satisfaisantes permettant de pre´dire les limites d’inflammabilite´ a` partir des limites obtenues
pour les combustibles pris se´pare´ment [25, 30, 37].
Si la nature et les caracte´ristiques de la phase disperse´e sont susceptibles de modifier la structure
et les proprie´te´s du front de flamme, on distingue ne´anmoins essentiellement deux types de flamme
se propageant dans un nuage de gouttes [64, 147] ou de poussie`res [51]. Dans le cas des poussie`res,
plusieurs types de phe´nome`nes peuvent se produire a` la surface de la particule, comme la pyrolyse, la
de´volatisation, ou la vaporisation contrairement au cas des gouttes ou seule l’e´vaporation est mise en
jeu. En pratique, la plupart des particules bruˆlent en combinant plusieurs me´canismes (e.g. [35, 131])
mais on se limitera ici pour simplifier la pre´sentation au seul me´canisme de pyrolyse. Dans le cas des
poussie`res, on distingue ainsi :
— Les flammes dites homoge`nes, illustre´es sur la figure (1.4), pour lesquelles le temps caracte´-
ristique de pyrolyse des particules est infe´rieur au temps de re´sidence des particules dans la
zone de pre´chauffage. Dans ce cas, les particules s’oxydent comple`tement avant d’atteindre le
front de combustion et le me´canisme de propagation de la flamme est similaire a` celui d’une
flamme de pre´me´lange d’un me´lange purement gazeux mais avec un apport de combustible lie´
a` la pyrolyse des particules.
— Les flammes dites he´te´roge`nes, illustre´es sur la figure (1.5), pour lesquelles le temps caracte´ris-
tique de pyrolyse des particules est supe´rieur au temps de re´sidence des particules dans la zone
de pre´chauffage. Dans ce cas, les produits de pyrolyse forment une couche limite autour de
chaque particule et des flammes de diffusion autour de chaque particule, dites enveloppantes,
apparaissent dans le front de combustion. Le me´canisme de propagation peut dans ce cas ne
plus eˆtre assimile´ a` celui d’une flamme de pre´me´lange. Plusieurs re´gimes peuvent dans ce cas
eˆtre identifie´s comme par exemple celui pour lequel la taille des he´te´roge´ne´ite´s forme´es par les
flammes enveloppantes ne peut plus eˆtre ne´glige´e devant l’e´paisseur caracte´ristique du front de
flamme et conduisant au re´gime de propagation dit discret[91, 135].
En fonction des me´canismes mis en jeu (pyrolyse, de´volatisation, . . . ), les deux types de flammes ho-
moge`ne et he´te´roge`ne peuvent eˆtre identifie´s selon diffe´rents temps caracte´ristiques mais de´crivant une
phe´nome´nologie similaire. Par exemple, dans le cas des sprays, le temps caracte´ristique d’e´vaporation
des gouttes est compare´ au temps de re´sidence des gouttes dans la zone de pre´chauffage τp de´fini par
[64] :
τp =
δp
u¯p
ou` δp de´signe une longueur caracte´ristique de la zone de pre´chauffage et u¯p la vitesse moyenne des
gouttes dans la zone de pre´chauffage. Dans le cas des poussie`res, le temps caracte´ristique de pyrolyse
ou de de´volatisation des particules est compare´ au temps caracte´ristique de la combustion homoge`ne
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Figure 1.4 – Type de flamme homoge`ne [51]
Figure 1.5 – Type de flamme he´te´roge`ne [51]
en phase gazeuse [7, 51]. En pratique, nous verrons plus loin que ce ratio correspondant a` un nombre
de Damko¨hler Da est e´galement utilise´ pour distinguer le mode`le a` film unique et le mode`le a` double
film pour la combustion d’une particule de graphite isole´e [79]. Dans le premier cas, Da < 1, le mode`le
d’oxydation de la particule correspond a` une combustion homoge`ne en phase gazeuse ”gele´e” alors que
dans le deuxie`me cas, le mode`le d’oxydation prend en compte une flamme de diffusion enveloppante.
On retrouve ainsi a` l’e´chelle de la particule les caracte´ristiques des deux types de flamme homoge`ne et
he´te´roge`ne a` l’e´chelle du nuage.
1.1.3 Outils d’e´valuation
En pratique, les analyses de suˆrete´ sur le risque d’explosion de poussie`res sont mene´es a` partir d’outils
de pre´diction similaires a` ceux utilise´s pour les explosions de gaz [42, 82, 125]. L’outil de simulation
P2REMICS [52] de´veloppe´ a` l’IRSN pour le traitement de l’explosion rentre dans cette cate´gorie. Ces
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outils se basent sur une description ge´ome´trique du front de flamme consistant a` se´parer les gaz frais
des gaz bruˆle´s par une interface de flamme. Cette interface est localise´e en espace par une variable,
ge´ne´ralement note´e G, caracte´ristique de l’e´coulement (e.g. concentration ou tempe´rature) telle que
pour une valeur G0 donne´e, les gaz bruˆle´s correspondent aux valeurs G < G0 tandis que les gaz frais
correspondent aux valeurs G > G0. La variable G joue ainsi un roˆle similaire a` celui de l’indicatrice
de phase pour les e´coulements diphasiques et obe´it a` l’e´quation de transport, dite G-e´quation [97],
suivante :
ρ∂tG+ ρu · ∇G = ρusT |∇G|
ou` ρu de´signe la masse volumique des gaz frais au voisinage du front G = G0 et sT la vitesse de
flamme turbulente. Ainsi, dans ce type d’approche, pour pouvoir de´crire des de´flagrations dans les
situations d’inte´reˆt correspondant a` des domaines de grande taille, toutes les difficulte´s initialement
associe´es a` la description de la zone de re´action infiniment mince sont reporte´es dans la de´termination
de la vitesse de flamme. Les mode`les de vitesse de flamme consistent en une fermeture alge´brique de
la vitesse de combustion turbulente fonction de la vitesse laminaire de flamme et des proprie´te´s de
la turbulence. De nombreuses fermetures ont e´te´ propose´es pour les me´langes gazeux, typiquement la
vitesse de combustion turbulente s’e´crit sous la forme [97] :
sT
sL
= 1 + C
(
v′
sL
)n
ou` sL de´signe la vitesse de combustion laminaire, v
′ l’intensite´ de la turbulence qui s’identifie ge´ne´-
ralement a` l’e´nergie cine´tique turbulente k, v′ ∼ √k et ou` les coefficients C et n prennent les valeurs
1 ≤ C ≤ 4 et 0.5 ≤ n ≤ 1. Les fermetures adopte´es pour les me´langes gaz-poussie`res s’identifient sou-
vent aux fermetures propose´es pour les me´langes gazeux. En particulier, les lois de fermeture se basent
sur la connaissance d’une vitesse de combustion laminaire qui, comme pour les me´langes gazeux, est
suppose´e eˆtre une proprie´te´ intrinse`que du me´lange gaz-poussie`res [42, 121]. Une discussion de´taille´e
sur l’extension de ces fermetures au cas des me´langes gaz-poussie`res sort du cadre de ce travail, le
lecteur inte´resse´ pourra ne´anmoins se reporter a` [99, 121] pour une revue des travaux confirmant une
forme plutoˆt line´aire n ' 1.
1.1.4 Estimation de la vitesse de combustion laminaire
Si dans le cas des me´langes gazeux on dispose d’une large base de donne´es expe´rimentales et d’ou-
tils de simulation de´taille´s pour pre´dire la vitesse de combustion laminaire en fonction des proprie´te´s
caracte´risant le milieu (composition, pression, tempe´rature), les donne´es et les connaissances pour les
me´langes gaz-poussie`res sont plus restreintes principalement en raison de la diversite´ des particules
mises en jeu (granulome´trie, mate´riau, ...) et des difficulte´s expe´rimentales. Parmi les difficulte´s ex-
pe´rimentales, si l’instrumentation permet de´sormais d’acce´der a` la structure du front pour diffe´rents
re´gimes de combustion (e.g. [51]), un des principaux proble`mes est lie´ a` la mise en suspension d’un
nuage de poussie`res homoge`ne. De plus, la mise en suspension conduit souvent a` un allumage du me´-
lange dans une turbulence en de´clin rendant ainsi difficile l’estimation d’une vitesse de combustion
laminaire [31, 30, 121].
Devant ces difficulte´s, le de´veloppement d’outils de simulation de´taille´e apparaˆıt comme une approche
comple´mentaire attractive pour de´terminer la vitesse de combustion laminaire. Dans le cas des me´-
langes gazeux, ce type d’approche est souvent mis en œuvre pour e´tendre des donne´es expe´rimentales
existantes ou obtenir des donne´es sur des plages de parame`tres difficilement accessibles expe´rimentale-
ment. Dans le cas des me´langes gaz-particules, ce type d’approche a principalement e´te´ mise en œuvre
pour des proble´matiques associe´es a` la combustion de gouttelettes dans les sprays [15, 93] ainsi que
pour la combustion de particules solides, principalement des particules charbonne´es [24, 95]. Comme
pour les me´langes gazeux, les simulations sont re´alise´es pour des configurations de flammes planes
non-e´tire´es et permettent, en plus des proprie´te´s caracte´risant le me´lange gazeux, d’estimer l’influence
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des caracte´ristiques du nuage de poussie`res (chargement massique σp, fraction volumique αp, diame`tre,
. . . ) sur la vitesse de combustion.
Ces outils de simulation de´taille´e s’appuient ge´ne´ralement sur une description hybride Euler-Lagrange
de l’e´coulement diphasique re´actif. Cette description fait l’objet de la prochaine section.
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1.2 Description Euler-Lagrange utilise´e pour les simulations
de´taille´es
Dans cette section, nous pre´sentons les principales e´tapes conduisant a` la description macroscopique
Euler-Lagrange fre´quemment utilise´ pour les simulations de´taille´es de l’e´coulement diphasique re´actif
(e.g. [15, 24, 64, 93, 95, 115]). La taille caracte´ristique des inclusions dp e´tant beaucoup plus petite
que l’e´chelle de variation significative dans la phase porteuse β note´e Lβ , il est difficile voire souvent
impossible de re´soudre les transferts de masse, de quantite´ de mouvement et d’e´nergie au voisinage de
chaque particule de l’e´coulement. En supposant que l’e´chelle caracte´ristique Lβ et l’e´chelle de variation
locale induite par la pre´sence des inclusions sont convenablement se´pare´es, la description eule´rienne
utilise´e dans les simulations de´taille´es correspond aux e´quations de transport pour la phase continue
filtre´es a` une e´chelle r0 beaucoup plus grande que la taille des inclusions dp, mais suffisamment petite
devant l’e´chelle caracte´ristique Lβ , c’est-a`-dire dp  r0  Lβ . La description lagrangienne utilise´e
pour la phase disperse´e consiste a` suivre chaque particule individuellement dans la phase porteuse
Ainsi, la de´marche conduisant aux e´quations des mode`les macroscopiques Euler-Lagrange utilise´s dans
les simulations de´taille´es consiste, d’une part, a` appliquer un ope´rateur de moyenne spatiale aux
e´quations re´gissant les transferts a` l’e´chelle locale dans la phase continue et, d’autre part, a` mode´liser
les e´changes entre la description macroscopique eule´rienne et la description lagrangienne des inclusions.
Cette mode´lisation des e´changes a` l’e´chelle macroscopique s’appuie ge´ne´ralement sur la re´solution d’un
proble`me de couche limite autour d’une particule isole´e.
Les principales e´tapes associe´es a` cette de´marche sont pre´sente´es dans cette section dans le but d’iden-
tifier clairement les diffe´rentes hypothe`ses et les questions pose´es. Nous signalons ici que de nombreuses
simulations Euler-Lagrange ne s’appuient pas explicitement sur une ope´ration de moyenne spatiale mais
utilisent un filtre implicite associe´ a` la taille de maille. Ce type d’approche ne permet pas d’obtenir
une solution inde´pendante du maillage et peut meˆme, dans certains cas, conduire a` des comportements
contre-intuitifs en fonction du niveau de re´solution [112]. Nous ne pre´senterons pas ici ce type d’ap-
proche et nous nous limiterons aux me´thodes base´es sur une ope´ration explicite de filtrage volumique
des e´quations de transport.
1.2.1 Equations locales instantane´es de la phase continue
L’objet de cette partie est de pre´senter les e´quations de´crivant les transferts de masse, de quantite´
de mouvement et d’e´nergie dans la phase continue qui est constitue´e d’un me´lange gazeux de Ne
espe`ces chimiques. Chaque espe`ce est repre´sente´e par un continuum de´crit par une densite´ ρβ,k(x; t),
une vitesse propre uβ,k(x; t) et une pression partielle Pβ,k(x; t). Chaque continuum est alors de´crit par
les e´quations de transport de la me´canique des milieux continus, soit Ne e´quations de conservation de
masse, d × Ne e´quations de quantite´ de mouvement ou` d est la dimension d’espace et Ne e´quations
d’e´nergie. Le me´lange gazeux re´actif peut e´galement eˆtre de´crit a` partir de la densite´ ρβ , de la vitesse
uβ et de l’e´nergie interne eβ ou de l’enthalpie sensible Hβ du me´lange, de´finies respectivement par
[63, 74, 98] :
ρβ =
Ne∑
k=1
ρβ,k, ρβuβ =
Ne∑
k=1
ρβ,kuβ,k, ρβeβ =
Ne∑
k=1
ρβ,keβ,k, ρβHβ =
Ne∑
k=1
ρβ,kHβ,k (1.2.1)
Dans ce cas, le milieu peut eˆtre de´crit par Ne − 1 e´quations de conservation des espe`ces, une e´quation
de conservation de la masse du me´lange, une e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement
du me´lange et une e´quation de conservation d’e´nergie. A partir des bilans de masse, de quantite´ de
mouvement et d’e´nergie associe´s a` chaque espe`ce k dans la phase continue, on obtient les e´quations de
transport pour le me´lange gazeux (cf. annexe A.2) qui sont rappele´es ci-dessous.
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1.2.1.1 Bilan de masse
Les e´quations de transport des espe`ces s’e´crivent :
∂t (ρβYβ,k) +∇ · (ρβYβ,kuβ) = −∇ · jβ,k+ .ωβ,k 1 ≤ k ≤ Ne − 1 (1.2.2)
ou` Yβ,k de´signe la fraction massique de l’espe`ce k de´finie par :
Yβ,k =
ρβ,k
ρβ
(1.2.3)
Les termes
.
ωβ,k et jβ,k repre´sentent respectivement le taux de re´action et le flux de diffusion massique
de l’espe`ce k qui ve´rifient :
Ne∑
k=1
.
ωβ,k = 0 (1.2.4)
Ne∑
k=1
jβ,k = 0 (1.2.5)
En sommant les Ne e´quations de transport des espe`ces, on obtient ainsi l’e´quation de conservation de
la masse dans la phase continue β :
∂tρβ +∇ · (ρβuβ) = 0 (1.2.6)
Les e´quations de transport pre´ce´dentes sont comple´te´es par les bilans de masse aux interfaces Aβσ
[123, 126] :
−nβσ · ((ρβYβ,k (uβ −w)− jβ,k)) =$k (1.2.7)
nβσ · (ρβ (uβ −w)) =nβσ · (ρσ (uσ −w)) (1.2.8)
nβσ · (ρσ (uσ −w)) =$σ (1.2.9)
ou` uσ et ρσ repre´sentent respectivement la vitesse et la masse volumique de la phase disperse´s. nβσ
est la normale sortante de la phase β vers la phase σ, w la vitesse de de´placement de l’interface Aβσ
et $k le taux surfacique de re´action he´te´roge`ne.
Fermeture du taux de re´action homoge`ne Dans le cas ge´ne´ral, le taux de re´action de
l’espe`ce k est de´fini comme la somme des taux
.
ωβ,kj de chaque re´action j ponde´re´s par les coefficients
stœchiome´triques νβ,kj [98] :
.
ωβ,k =
Nr∑
j=1
.
ωβ,kj = Wk
Nr∑
j=1
νβ,kjQβ,j (1.2.10)
ou` Wk, Nr et Qβ,j repre´sentent respectivement la masse molaire de l’espe`ce k, le nombre de re´action
et le taux net d’avancement de la re´action j qui s’e´crit comme la somme du taux d’avancement de la
re´action directe et inverse :
Qβ,j = Kfj
Ne∏
i=1
(
ρβYβ,i
Wβ,i
)ν′β,ij
−Kbj
Ne∏
i=1
(
ρβYβ,i
Wβ,i
)ν′′β,ij
(1.2.11)
ou` ν′β,ij et ν
′′
β,ij repre´sentent respectivement le coefficient stœchiome´trique des espe`ces re´actives et des
produits, le taux de re´action directe Kfj est mode´lise´ par la loi empirique d’Arrhenius :
Kfj = A
f
j T
nβ
β exp
(
−Ta
Tβ
)
(1.2.12)
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ou` Afj est la constante pre´-exponentielle, nβ l’exposant de tempe´rature Tβ , Ta la tempe´rature d’acti-
vation. Le taux de re´action inverse est de´duit a` partir de la constante thermodynamique d’e´quilibre
Keq :
Kbj = K
f
j /Keq (1.2.13)
Le nombre d’espe`ces et de re´actions e´le´mentaires implique´es dans une re´action homoge`ne est ge´ne´rale-
ment tre`s grand. De plus, la rapidite´ des re´actions d’espe`ces interme´diaires impliquent de re´soudre des
e´chelles de temps extreˆmement petites. D’un point de vue pratique, la cine´tique comple`te induit un
couˆt de calcul tre`s important. Pour ces raisons et e´tant donne´ que nous nous inte´ressons a` des effets
globaux (tempe´rature, vitesse de flamme, fraction massique des espe`ces principales, · · · ) de la pre´sence
de flamme gazeuse dans un nuage de particules, des descriptions simplifie´es de la chimie peuvent eˆtre
adopte´es [15]. Par conse´quent, nous mode´liserons les re´actions chimiques par des re´actions globales
entre le carburant F et l’oxydant O qui permettront d’estimer les proprie´te´s basiques des flammes
re´elles .
Fermeture du taux de re´action he´te´roge`ne De la meˆme manie`re que la re´action homoge`ne,
la re´action he´te´roge`ne sera mode´lise´e par une re´action globale, ainsi, le taux surfacique de la re´action
$k est de´fini pour chaque espe`ce k par :
$k = νσ,kWkψ (Tσ)Y
nY
β,O2
(1.2.14)
ou` νσ,k est le coefficient stœchiome´trique de l’espe`ce k associe´ a` la re´action he´te´roge`ne, Yβ,O2 la fraction
massique de l’oxydant, nY l’exposant de la fraction massique de l’oxydant et ψ le taux net d’avancement
de la re´action he´te´roge`ne qui ne de´pend que de la tempe´rature de la phase σ a` l’interface Aβσ :
ψ (Tσ) = BT
nT
σ exp
(
−Ta
Tσ
)
(1.2.15)
ou` B est la constante pre´-exponentielle associe´e a` la re´action he´te´roge`ne, Tσ la tempe´rature de la phase
disperse´e et nT l’exposant de la tempe´rature.
Fermeture des flux de diffusion A partir des e´quations de Maxwell-Stefan caracte´risant le
mouvement des espe`ces les unes par rapport aux autres [101], on peut montrer que les flux de diffusion
s’e´crivent sous la forme (cf. annexe A.1) :
jβ,k = −
Ne−1∑
j=1
ρβDβ,kj∇Yβ,j (1.2.16)
Les coefficients de diffusion massique de la loi de Fick ge´ne´ralise´e Dβ,kj sont fonction des coefficients
de diffusion binaires, des coefficients d’activite´ et des fraction massiques et molaires des espe`ces (cf.
annexe A.1). Le flux de diffusion donne´ par la loi de Fick ge´ne´ralise´e Eq. (1.2.16) de´pend des fractions
des diffe´rents constituant du me´lange. Ainsi, les Ne − 1 e´quations de transport des espe`ces de masse
Eq. (1.2.2) sont fortement non line´aires et couple´es entre elles a` travers le terme de diffusion massique.
Il est donc ne´cessaire de re´soudre simultane´ment tous les bilans d’espe`ces, ce qui induit un syste`me
multi-constituant lourd a` re´soudre.
L’objectif de notre travail e´tant de de´velopper un mode`le macroscopique Euler-Lagrange de´crivant la
propagation d’une flamme laminaire dans un me´lange de poussie`re, nous adopterons ici une approxi-
mation de loi de Fick ge´ne´ralise´e pour mode´liser les flux de diffusion :
jβ,k = −ρβDβ,k,∇Yβ,k (1.2.17)
ou` Dβ,k, repre´sente le coefficient de diffusion de l’espe`ce k dans le me´lange. Nous notons ici que d’autres
approximations peuvent eˆtre utilise´es (flux lumped, approximation de Hirschfelder et Curtiss, · · · (cf.
annexe A.1)).
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1.2.1.2 Bilan de quantite´ de mouvement
A partir du bilan de quantite´ de mouvement de chaque espe`ce k, l’e´quation de conservation de la
quantite´ de mouvement dans la phase continue, s’e´crit :
∂t (ρβuβ) +∇ · (ρβuβ ⊗ uβ) = −∇Pβ +∇ · τβ + ρβg (1.2.18)
ou` g est l’acce´le´ration de la pesanteur, τβ le tenseur des contraintes visqueuses du me´lange et Pβ la
pression du me´lange, qui est de´finie pour un me´lange gazeux dans lequel chaque espe`ce suit la loi d’e´tat
des gaz parfaits :
Pβ = ρβ
R
Wβ
Tβ (1.2.19)
ou` Wβ repre´sente la masse molaire du me´lange, de´finie par :
1
Wβ
=
Ne∑
k=1
Yβ,k
Wk
(1.2.20)
Les e´quations de transport pre´ce´dentes sont comple´te´es par le bilan de quantite´ aux interfaces Aβσ
[123, 126] :
−nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)) uβ + nβσ · (−pβI + τβ) = −nβσ · (ρσ (uσ −w)) uσ (1.2.21)
Fermeture du tenseur des contraintes visqueuses Pour un fluide Newtonien, le tenseur
τβ est de´fini par [74, 98] :
τβ = µβ
(
∇uβ + (∇uβ)t
)
− 2
3
µβ (∇ · uβ) I (1.2.22)
ou` µβ est la viscosite´ dynamique du me´lange donne´e par la loi de Sutherland :
µβ = µ
0
β
(
T
T0
)3/2
T0 + S
T + S
(1.2.23)
ou` S est un parame`tre de la loi et µ0β est la viscosite´ du me´lange prise a` la tempe´rature de re´fe´rence
T0.
1.2.1.3 Bilan d’e´nergie
A partir du bilan de l’enthalpie sensible de chaque espe`ce k, l’e´quation de transport de l’enthalpie
sensible dans la phase continue, s’e´crit en ne´gligeant les transferts thermiques par rayonnement :
∂t (ρβHβ) +∇ · (ρβHβuβ) = −∇ ·
(
qβ +
Ne∑
k=1
Hβ,kjβ,k
)
+ τβ : ∇uβ (1.2.24)
+
DPβ
Dt
+
.
ωβ,T
ou` Hβ,k repre´sente l’enthalpie sensible de l’espe`ce k de´finie par :
Hβ,k =
Tβ∫
T0
cp,k dT (1.2.25)
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ou` cp,k repre´sente la chaleur massique a` pression constante de l’espe`ce k. Le terme
.
ωβ,T dans l’e´quation
Eq. (1.2.24) repre´sente la quantite´ de chaleur de´gage´e par la re´action, de´finie par :
.
ωβ,T= −
Ne∑
k=1
∆hof,k
.
ωβ,k (1.2.26)
∆hof,k est l’enthalpie de formation de l’espe`ce k a` tempe´rature de re´fe´rence T0.
L’e´quation de transport pre´ce´dente est comple´te´e par le bilan d’enthalpie sensible aux interfaces Aβσ
[123, 126] qui s’e´crit en ne´gligeant l’apport de l’e´nergie cine´tique et la puissance de´veloppe´e par les
contraintes de cisaillement lors du transfert de masse (cf. annexe A.3) :
−
Ne∑
k=1
nβσ · ((ρβYβ,k (uβ −w)− jβ,k))Hβ,k − nβσ · qβ
= −nβσ · (ρβ (uσ −w))Hσ − nβσ · qσ −
Ne∑
k=1
∆hof,k$k (1.2.27)
Fermeture du flux de chaleur Le flux de chaleur qβ est mode´lise´ de manie`re classique par la
loi de Fourier [74] :
qβ = −λβ∇Tβ (1.2.28)
ou` λβ repre´sente la conductivite´ thermique de la phase continue qui peut eˆtre exprime´e en fonction de
la viscosite´ dynamique du me´lange par l’interme´diaire du nombre de Prandtl :
Pr =
(µcp)β
λβ
(1.2.29)
ou` cp,β repre´sente la capacite´ thermique massique du me´lange, de´fini par :
cp,β =
Ne∑
k=1
Yβ,kcp,k (1.2.30)
1.2.1.4 Mode`le a` faible nombre de Mach
Nous nous inte´ressons, dans ce travail, a` des proble`mes de combustion de me´langes gaz-poussie`res en
re´gime de de´flagration subsonique. Ces re´gimes sont caracte´rise´s par une vitesse d’e´coulement faible
devant la vitesse du son mais avec des variations significatives de la masse volumique. Typiquement, ces
re´gimes correspondent a` des fronts de re´action se de´plac¸ant jusqu’a` des vitesses de l’ordre de quelques
me`tres par seconde mais sans variation significative de la pression. Ces e´coulements sont bien de´crits
par un mode`le construit sur une approximation a` faible nombre de Mach [85]. Ce mode`le supporte,
d’une part, des variations importantes de la tempe´rature, et d’autre part, ne prend pas en compte
les effets des ondes acoustiques, il peut ainsi eˆtre re´solu avec des me´thodes nume´riques semblables a`
celles utilise´es pour les e´coulements incompressibles [138]. L’approximation a` faible nombre de Mach
consiste a` effectuer un de´veloppement asymptotique des variables de l’e´coulement (Yβ,k, ρβ , uβ , Pβ et
Hβ) en fonction du nombre de Mach M qui joue le roˆle de petit parame`tre. Ces de´veloppements sont
introduits dans les e´quations de transport et d’e´quation d’e´tat sous la forme adimensionnelle et enfin
les termes du meˆme ordre de grandeur sont regroupe´s. L’e´quation de quantite´ de mouvement a` l’ordre
M−1 et M−2 montre que la pression est constante en espace jusqu’aux fluctuations d’ordre M2 [138],
on peut ainsi e´crire :
Pβ(x, t) ' P thβ (t) +M2pβ(x, t) (1.2.31)
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Le mode`le a` faible nombre de Mach correspondant aux e´quations a` l’ordre M0 du de´veloppement
asymptotique des e´quations Eqs. (1.2.2)-(1.2.6)-(1.2.18)-(1.2.24)-(1.2.19), s’e´crit :
∂t (ρβYβ,k) +∇ · (ρβYβ,kuβ) = −∇ · jβ,k+ .ωβ,k (1.2.32)
∂tρβ +∇ · (ρβuβ) = 0 (1.2.33)
∂t (ρβuβ) +∇ · (ρβuβ ⊗ uβ) = −∇pβ +∇ · τβ + ρβg (1.2.34)
∂t (ρβHβ) +∇ · (ρβuβHβ) = −∇ ·
(
qβ −
Ne∑
k=1
jβ,kHβ,k
)
+
dP thβ
dt
+
.
ωβ,T (1.2.35)
P thβ = ρβ
R
Wβ
Tβ (1.2.36)
La pression P thβ repre´sente la pression thermodynamique donne´e par la loi d’e´tat Eq. (1.2.36), tandis
que pβ repre´sente la pression dynamique intervenant uniquement dans l’e´quation de quantite´ de mou-
vement Eq. (1.2.35) relie´e directement a` la vitesse. Par conse´quent, les effets des ondes acoustiques
sont filtre´s du champ de l’e´coulement puisque la pression dynamique est de´couple´e des variations de
tempe´rature et de masse volumique [9].
Les e´quations de transport du mode`le bas Mach, Eqs. (1.2.32) a` (1.2.36), sont comple´te´es par les bilans
de masse, de quantite´ de mouvement et d’enthalpie sensible aux interfaces Aβσ Eqs. (1.2.7)-(1.2.8)-
(1.2.9)-(1.2.21)-(1.2.27). On adoptera par la suite les notations suivantes :
Γβ,k = −nβσ · ((ρβYβ,k (uβ −w)− jβ,k)) (1.2.37)
Γβ = −nβσ · (ρβ (uβ −w)) (1.2.38)
Γσ = nβσ · (ρσ (uσ −w)) (1.2.39)
Mβ = Γβuβ + nβσ · (−pβI + τβ) (1.2.40)
Πβ =
Ne∑
k=1
Hβ,kΓβ,k − nβσ · qβ (1.2.41)
Πσ = HσΓσ + nβσ · qσ (1.2.42)
De sorte que les conditions de saut aux interfaces s’e´crivent :
Γβ,k = $k (1.2.43)
Γβ = −Γσ (1.2.44)
Γσ = $σ (1.2.45)
Mβ = −Γσuσ (1.2.46)
Πβ = −Πσ −
Ne∑
k=1
∆hof,k$k (1.2.47)
1.2.2 Equations macroscopiques de la phase continue
La premie`re e´tape dans l’e´tablissement des e´quations en grandeurs moyennes consiste a` e´tendre les
e´quations Eqs. (1.2.32) a` (1.2.36) valables dans le domaine Ωβ(t) a` l’ensemble du domaine Ω = Ωβ
⋃
Ωσ.
On introduit, pour cela, la fonction caracte´ristique γβ de la phase β de´finie par :
γβ =
{
1 si x ∈ Ωβ(t)
0 sinon
(1.2.48)
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Pour toute fonction scalaire fβ et vectorielle uβ de´finies dans la phase β, la fonction γβ ve´rifie au sens
des distributions les proprie´te´s :
∇ (γβfβ) = γβ∇fβ − fβnβσδβσ (1.2.49)
∇ · (γβuβ) = γβ∇ · uβ − uβ · nβσδβσ (1.2.50)
∂t (γβfβ) = γβ∂tfβ + fβw · nβσδβσ (1.2.51)
∂t (γβuβ) = γβ∂tuβ + uβ (w · nβσ) δβσ (1.2.52)
ou` δβσ correspond a` la distribution du Dirac associe´e a` l’interface Aβσ. L’introduction de la fonction
caracte´ristique permet d’obtenir un syste`me d’e´quations valables dans tout le domaine Ω. En mul-
tipliant les e´quations locales relatives a` la phase continue β par la fonction caracte´ristique γβ et en
utilisant les proprie´te´s de la fonction caracte´ristique, on obtient les e´quations locales instantane´es sur
les distributions.
La deuxie`me e´tape dans l’e´tablissement du mode`le consiste a` effectuer une prise de moyenne des
e´quations locales instantane´es sur les distributions. Pour cela, on introduit l’ope´rateur de moyenne
spatiale 〈 〉, de´fini par Anderson et Jackson [1] :
〈aβ〉 (X, t) = g ∗ aβ =
∫
Rd
aβ(x, t)g(X− x) dx (1.2.53)
ou` x, X, aβ et g repre´sentent respectivement un point du volume de prise de moyenne, le vecteur de
position localisant le centre du volume de prise de moyenne, une variable quelconque et la fonction
poids associe´e a` la prise de moyenne. La fonction poids ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
H1 : g ∈ C∞ (Rd)
H2 : g a` support compact sur Rd
H3 :
∫
Rd
g(x) dx = 1
(1.2.54)
Ces trois proprie´te´s assurent que la fonction 〈 〉 est de classe C∞ dans Rd, que g est une fonction test
dans la the´orie de distribution et que la moyenne d’une constante est e´gale a` cette constante.
x−X
X
x
Volume e´le´mentaire repre´sentatif
V
σ
phase-β
nσβ
Figure 1.6 – De´finition du volume de prise de moyenne
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La de´finition de l’ope´rateur moyenne par la relation Eq. (1.2.53) correspond au produit de convolution
en espace entre la variable aβ et la fonction poids. Ainsi, l’ope´rateur de moyenne ve´rifie les proprie´te´s
de line´arite´ et de commutativite´ avec les ope´rateurs de diffe´rentiation. Pour aβ et bβ des variables
quelconques et λ une constante, on a :
— line´arite´ :
〈aβ + λbβ〉 = 〈aβ〉+ λ〈bβ〉 (1.2.55)
— commutativite´ avec les ope´rateurs de diffe´rentiation :
〈∂taβ〉 = ∂t〈aβ〉, et 〈∇aβ〉 = ∇〈aβ〉 (1.2.56)
Par ailleurs, a` partir d’un de´veloppement en se´rie de Taylor de 〈aβ〉 en un point x autour du centro¨ıde
X, on peut montrer que l’ope´rateur de moyenne ve´rifie la proprie´te´ de l’idempotence (cf. annexe C) :
— idempotence
〈〈aβ〉bβ〉 = 〈aβ〉〈bβ〉 (1.2.57)
Diffe´rents filtres peuvent eˆtre choisis, par commodite´ nous pre´sentons ici l’exemple classique du filtre
boˆıte g de´finie par :
g(x) =

1
V , si x ∈ V
0, sinon
(1.2.58)
ou` V repre´sente le volume de prise de moyenne. On note que la fonction g n’est pas de classe C∞, la
fonction 〈 〉 n’est donc pas continue. Le lecteur pourra se re´fe´rer a` Quintard et Whitaker [107, 108]
pour une description de´taille´e de la proble´matique du choix de la fonction de filtrage et a` Davit et
Quintard [34] pour une e´tude de diffe´rents filtres en fonction de la micro-structure du milieu et de la
re´gularite´ des variables locales.
L’ope´rateur de moyenne de´fini par la relation Eq. (1.2.53) ne permet pas de faire la distinction entre
la phase continue et la phase disperse´e. Pour cela, nous introduisons les de´finitions suivantes :
— La fraction volumique (ou le taux de pre´sence) de la phase β :
αβ = 〈γβ〉 (1.2.59)
— La moyenne ponde´re´e intrinse`que d’une grandeur aβ,k note´e aβ , de´finie par :
aβ =
〈γβaβ〉
〈γβ〉 =
〈γβaβ〉
αβ
(1.2.60)
— La de´composition de Gray [59] en valeur moyenne intrinse`que et fluctuation a′β :
γβaβ = γβaβ + γβa
′
β (1.2.61)
La de´composition pre´ce´dente correspond a` une de´composition des e´chelles de longueur puisque l’e´chelle
de variations significatives de aβ est la longueur macroscopique Lβ , tandis que la longueur caracte´-
ristique associe´e aux variations des fluctuations a′β est l’e´chelle microscopique lβ [142]. A partir de la
de´composition de Gray et de la proprie´te´ d’idempotence, on obtient :
〈γβa′β〉 = 0 (1.2.62)
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Pour des proble`mes a` masse volumique variable, il est plus pratique d’utiliser la moyenne de Favre
ponde´re´e par la masse volumique, qui s’e´crit [46] :
a˜β =
〈γβρβaβ〉
〈γβρβ〉 =
〈γβρβaβ〉
αβρβ
(1.2.63)
Dans ce cas, la de´composition en valeur moyenne et fluctuation s’e´crit :
γβaβ = γβ a˜β + γβa
′′
β avec 〈γβρβa′′β〉 = 0 (1.2.64)
En appliquant l’ope´rateur de moyenne au syste`me d’e´quations locales instantane´es sur la distribution et
en utilisant la commutativite´ de l’ope´rateur moyenne et la de´finition de la moyenne de Favre ponde´re´e
par la masse volumique Eq. (1.2.63), le syste`me d’e´quations moyenne´es s’e´crit :
∂t
(
αβρβY˜β,k
)
+∇ ·
(
αβρβY˜β,ku˜β
)
= −∇ · jβ,k + αβ
.
ωβ,k + 〈Γβ,kδβσ〉 − ∇ · Eβ,k (1.2.65)
∂t
(
αβρβ
)
+∇ · (αβρβu˜β) = 〈Γβδβσ〉 (1.2.66)
∂t
(
αβρβu˜β
)
+∇ · (αβρβu˜β ⊗ u˜β) = −∇ (αβpβ)+∇ · (αβτβ) + αβρβg (1.2.67)
+〈Mβδβσ〉 − ∇ ·Rβ
∂t
(
αβρβH˜β
)
+∇ ·
(
αβρβu˜βH˜β
)
= −∇ ·
(
αβqβ +
Ne∑
k=1
(
αβjβ,kHβ,k
))
+ αβ
dP
th
β
dt
+αβ
.
ωβ,T + 〈Πβδβσ〉 − ∇ · Hβ (1.2.68)
P
th
β = αβ〈ρβ
R
Wβ
Tβ〉 (1.2.69)
ou` on a pose´ :
.
ωβ,T = −
Ne∑
k=1
∆hof,k
.
ωβ,k (1.2.70)
Eβ,k = αβρβY˜ ′′β,ku′′β (1.2.71)
Rβ = αβρβ
˜u′′β ⊗ u′′β (1.2.72)
H = αβρβH˜ ′′βu′′β + αβ
Ne∑
k=1
j′′β,kH
′′
β,k (1.2.73)
L’application de l’ope´rateur moyenne spatial aux e´quations locales instantane´es entraˆıne l’apparition de
nouveaux termes. Dans le paragraphe 1.2.4, des lois de fermeture seront propose´es pour les grandeurs
moyenne´es (τβ , qβ , jβ,k, P
th
β et
.
ωβ,k) et une discussion sur l’importance des termes de transport par
fluctuations (Eβ,k, Rβ et H) sera pre´sente´e. Dans la section 1.3, les termes d’e´changes avec la phase
continue seront relie´s a` la description lagrangienne.
1.2.3 Description lagrangienne de la phase disperse´e
L’approche lagrangienne permet d’estimer les proprie´te´s de chaque particule p (position xp, masse
mp, vitesse up et tempe´rature Tp) en re´solvant l’e´quation de la position, de conservation de masse,
de quantite´ de mouvement et d’e´nergie. Nous conside´rons des particules, sphe´riques, rigides, inde´for-
mables, constitue´es d’une seule espe`ce (s) et de taille petite devant les e´chelles caracte´ristiques de la
phase continue. De plus, nous ne´gligeons les interactions directes et les transferts par rayonnement.
Les e´quations lagrangiennes de la phase disperse´e s’obtiennent en inte´grant les e´quations de transport
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de la phase disperse´e sur le volume Vp de la particule p (cf. annexe B) :
dxp
dt
= up (1.2.74)
dmp
dt
=
.
mp (1.2.75)
dmpup
dt
= mpg + u
(Ap)
β
.
mp +fβp (1.2.76)
dmpHp
dt
= Qβp −
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
H
(Ap)
β,k
.
mp +∆Hv
.
mp (1.2.77)
ou`
.
mp repre´sente le taux de transfert de masse de la particule vers la phase continue par oxydation,
de´fini par :
.
mp =
∫
Ap
ρσ (uσ −w) · nβσ dS (1.2.78)
ou` Ap est la surface de la particule. Dans l’e´quation de la quantite´ de mouvement, u
(Ap)
β repre´sente
la vitesse de la phase continue moyenne´e sur la surface de la particule Ap. Cette vitesse peut eˆtre
assimile´e a` la vitesse de la particule up dans le cas ou` le transfert de masse a` la surface de la particule
est a` syme´trie sphe´rique [124]. D’autre part, le terme fβp constitue la re´sultante des actions de la
phase continue sur la particule, de´finie par :
fβp = −
∫
Ap
nβσ · (−pβI + τβ) dS (1.2.79)
Dans l’e´quation de l’e´nergie Eq. (1.2.77), Qβp repre´sente le flux de transfert thermique e´change´ avec
la phase continue, de´fini par :
Qβp =
∫
Ap
nβσ · qβ dS (1.2.80)
Le deuxie`me terme correspond aux e´changes d’enthalpie sensible avec la phase continue, ou` νσ,s et
Ws repre´sentent respectivement le coefficient stœchiome´trique associe´ a` la re´action he´te´roge`ne et la
masse molaire d’espe`ce s. H
(Ap)
β,k repre´sente l’enthalpie sensible de l’espe`ce k moyenne´e sur la surface
de la particule. Dans le cas ou` les matie`res gazeuses sont suppose´es produites a` la tempe´rature de la
particule et que le transfert de masse a` la surface de la particule est suppose´ a` syme´trie sphe´rique,
H
(Ap)
β,k correspond a` l’enthalpie sensible de l’espe`ce k calcule´e a` la tempe´rature de la particule Tp [124].
De plus, si les espe`ces gazeuses ont la meˆme capacite´ thermique, le deuxie`me terme du membre de
droite de l’e´quation de l’e´nergie devient :
−
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
H
(Ap)
β,k
.
mp = Hβ(Tp)
.
mp (1.2.81)
ou`Hβ(Tp) repre´sente l’enthalpie sensible de me´lange calcule´e a` la tempe´rature de la particule p. D’autre
part, le terme ∆Hv repre´sente la chaleur massique de´gage´e par l’oxydation de la particule, de´finie par :
∆Hv = −
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
∆hof,k (1.2.82)
On rappelle ici que ∆hof,k est l’enthalpie massique de formation de l’espe`ce k a` tempe´rature de re´fe´-
rence T0.
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A ce stade, on note que la position de la particule s’obtient a` partir de la connaissance de sa vitesse.
Cependant, pour obtenir l’e´volution de la masse, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie, les
termes
.
mp, fβp et Qβp doivent eˆtre mode´lise´s.
1.2.4 Lois de fermeture
L’objectif de ce paragraphe est de pre´senter les lois de fermeture pour les grandeurs filtre´es et les
termes de transport par les fluctuations qui apparaissent suite a` l’application de l’ope´rateur moyenne
aux e´quations locales (cf. Eqs. (1.2.65) a` (1.2.69)).
Grandeurs filtre´es Les termes τβ , qβ , jβ,k, P
th
β et
.
ωβ,k repre´sentent respectivement les grandeurs
filtre´es du tenseur des contraintes visqueuses, du flux de chaleur, du flux de diffusion massique, de la
pression thermodynamique et du taux de re´action homoge`ne.
Les lois de fermeture qui relient ces termes aux variables principales (Y˜β,k, ρβ , u˜β et T˜β) sont ge´-
ne´ralement base´es sur des coefficients de transport effectifs traduisant la physique a` l’e´chelle locale.
Les fermetures classiques de τβ , qβ , jβ,k et P
th
β utilise´es pour la mode´lisation d’un e´coulement gaz-
particules dilue´ sont pre´sente´es ci-apre`s.
On rappelle que le tenseur des contraintes filtre´ τ pour un fluide Newtonien s’e´crit sous la forme :
τβ = µβ
(
∇uβ + (∇uβ)t
)
− 2
3
µβ (∇ · uβ) I (1.2.83)
D’autre part, en utilisant la de´composition en moyenne de Favre de la vitesse, la line´arite´ de la moyenne
spatiale, l’e´quation Eq. (1.2.50) et en posant µβ = µβ , on peut e´crire :
µβ∇ · uβ = 1
αβ
〈γβµβ∇ · uβ〉
=
µβ
αβ
〈γβ∇ · u˜β〉+ µβ
αβ
〈γβ∇ · u′′β〉 (1.2.84)
= µβ∇ · u˜β + µβ
α
∇ · 〈γβu′′β〉+
µβ
αβ
〈(u′′β ⊗ nβσ) δβσ〉
En assimilant la moyenne de Favre a` la moyenne intrinse`que dans le calcul de la moyenne spatiale
du tenseur des contraintes, le deuxie`me terme du second membre de l’e´quation Eq. (1.2.84) peut eˆtre
ne´glige´, de sorte que :
τβ = µβ
(
∇u˜β + (∇u˜β)t
)
− 2
3
µβ (∇ · u˜β) I
+
µβ
αβ
〈(u′′β ⊗ nβσ) δβσ + (nβσ ⊗ u′′) δβσ − 23 (u′′β · nβσ) δβσI〉 (1.2.85)
La contribution des deux premiers termes du second membre de l’e´quation Eq. (1.2.85) correspond
au tenseur des contraintes visqueuses volumiques, et la dernie`re contribution correspond au tenseur
des contraintes interfaciales. Ce dernier traduit l’effet de la tortuosite´ du milieu, c’est-a`-dire les effets
de la ge´ome´trie locale du milieu sur le transport macroscopique. Cette contribution est ge´ne´ralement
mode´lise´e a` l’aide d’une viscosite´ additionnelle [16, 55] de sorte que le tenseur des contraintes filtre´
s’e´crit sous une forme similaire a` l’expression du tenseur des contraintes visqueuses pour un fluide
Newtonien :
τβ = µ
∗
β
(
∇u˜β + (∇u˜β)t − 2
3
(∇ · u˜β) I
)
(1.2.86)
ou` µ∗β repre´sente la viscosite´ effective du milieu. Il existe plusieurs corre´lations [8, 43, 58] permettant
d’estimer la valeur de µ∗β en fonction de la fraction volumique. Lorsque αβ → 1, la valeur de µ∗β
tend vers µβ . Cette valeur limite est ge´ne´ralement utilise´e pour un me´lange gaz-particules tre`s dilue´
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[11, 24, 136], ce qui revient a` ne´gliger les effets de la tortuosite´. De la meˆme manie`re, les flux de
diffusion et de chaleur filtre´s peuvent s’e´crire sous la forme :
qβ ≈ −λβ∇T˜β (1.2.87)
jβ,k ≈ −ρβDβ,k∇Y˜β,k (1.2.88)
P
th
β ≈ αβρβ
R
W β
T˜β (1.2.89)
En revanche, la fermeture du taux de re´action filtre´
.
ωβ,k n’est ge´ne´ralement pas base´e sur une approche
directe. En effet, les difficulte´s d’e´valuer ce terme re´sultent de son caracte`re fortement non line´aire par
rapport a` la tempe´rature et aux fractions massiques. Afin d’illustrer ces difficulte´s, nous conside´rons
la re´action irre´versible entre le carburant note´ F et l’oxydant note´ O :
F +O → P (1.2.90)
Le taux de re´action
.
ωβ,k s’e´crit :
.
ωβ,k = νβ,kC
f
1 ρ
2
βT
n
β Yβ,FYβ,O2 exp
(−Ta
Tβ
)
(1.2.91)
En introduisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour la tempe´rature et les fractions
massiques, le taux de re´action homoge`ne s’e´crit :
.
ωβ,k = νβ,kC
f
1 ρ
2
β
(
T β + T
′
β
)n (
Y β,F + Y
′
β,F
) (
Y β,O2 + Y
′
β,O2
)
exp
 −Ta(
T β + T ′β
)
 (1.2.92)
A l’aide d’un de´veloppement en se´rie de Taylor du premier ordre par rapport a` T ′β/T β et Y
′
β,k/Y β,k,
le taux de re´action moyen peut eˆtre approxime´ par [98] :
.
ωβ,k = νβ,kC
f
1αβρ
2
βT
n
βY β,FY β,O2 exp
(−Ta
T β
)(
1 +
(
Y ′β,FT
′
β
Y β,FT β
+
Y ′β,O2T
′
β
Y β,O2T β
))
(1.2.93)
L’approche directe utilise´e pour e´valuer le taux de re´action filtre´ conduit a` une expansion tre`s com-
plexe en raison du caracte`re fortement non-line´aire du taux de re´action homoge`ne par rapport a` la
tempe´rature et aux fractions massiques. La principale difficulte´ est due a` l’apparition des grandeurs
telles que
(
Y ′β,FT
′
β
)
/
(
Y β,FT β
)
et
(
Y ′β,O2T
′
β
)
/
(
Y β,O2T β
)
, qui doivent eˆtre ferme´es. Pour cette rai-
son, les fermetures du taux de re´action filtre´ ne sont pas base´es sur une approche directe, mais sur des
analyses physiques. Toutefois, pour une re´action homoge`ne en milieu poreux, une fermeture du taux
de re´action moyen a e´te´ propose´e par Yang et al. [148] pour une re´action d’ordre ze´ro en fractions
massiques a` partir de la me´thode de prise de moyenne volumique.
Termes de transport par les fluctuations Le termeRβ repre´sente le tenseur des contraintes
re´siduelles associe´ a` la prise de moyenne. Climent et al. [22, 23] ont de´compose´ ce terme en deux contri-
butions. Une contribution due a` la fluctuation irrotationnelle lie´e au de´placement du fluide induit par
le glissement des particules et en une deuxie`me contribution induite par les mouvements rotationnels
de petite e´chelle pre´sents dans la couche limite et dans le sillage de la particule. Cependant, ces deux
contributions sont ne´gligeables devant le terme de convection pour un e´coulement a` faible nombre de
Reynolds. Les termes Eβ,k et Hβ repre´sentent respectivement le transport des espe`ces k et l’enthalpie
sensible par les fluctuations. Ces termes correspondent a` la dispersion par les he´te´roge´ne´ite´s du profil
de vitesse dans la phase continue induite par la pre´sence des particules, ils sont ge´ne´ralement ne´glige´s
dans les e´quations macroscopiques.
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Termes des e´changes aux interfaces Les termes caracte´ristiques 〈Γβ,kδβσ〉, 〈Γβδβσ〉, 〈Mβδβσ〉
et 〈Πβδβσ〉 des e´coulements diphasiques correspondent respectivement aux termes source macrosco-
piques des transferts des espe`ces, de masse, de quantite´ de mouvement et d’enthalpie sensible aux
interfaces. Ces quantite´s correspondent aux termes de couplage entre les phases continue et disperse´e.
Elles seront relie´es aux e´quations re´gissant le mouvement dans la phase disperse´e dans la prochaine
section.
1.3 Fermeture des termes d’e´change aux interfaces : approche
classique
Le couplage entre la description eule´rienne et le suivi lagrangien est re´ciproque. La phase continue agit
sur le calcul du suivi lagrangien des particules par l’interme´diaire de
.
mp, fβp et Qβp. La phase disperse´e
agit sur le calcul de la phase continue par le biais des diffe´rents termes sources 〈Γβ,kδβσ〉, 〈Γβδβσ〉,
〈Mβδβσ〉 et 〈Πβδβσ〉 pre´sents dans les e´quations de transport. Ces termes traduisent les e´changes aux
interfaces entre la phase continue et la phase disperse´e.
Avant d’aborder l’approche classique retenue pour la fermeture de ces termes d’e´change, nous rappel-
lerons, dans un premier temps, comment les termes sources dans la description eule´rienne peuvent eˆtre
relie´s au taux de consommation de la particules, aux forces exerce´es sur les particules ainsi qu’au flux
thermique e´change´ avec les particules.
Nous nous inte´ressons dans un deuxie`me temps aux approches habituellement utilise´es pour fermer ces
diffe´rents termes d’e´change. Ces approches sont base´es sur l’analyse des transferts de masse, de quantite´
de mouvement et de chaleur autour d’une particule p isole´e dans un milieu infini. Dans ce cadre et a`
partir de la re´solution des proble`mes de transferts, les termes
.
mp, fβp et Qβp sont exprime´s en fonction
des proprie´te´s de la particule p (dp, Tp et up) et des proprie´te´s de la phase continue prise suffisamment
loin de la particule. Les proble`mes de transferts massiques sont ge´ne´ralement aborde´s sur la base de
re´solution de proble`me de couche limite autour de la particule. La re´solution des proble`mes de transfert
de quantite´ de mouvement et d’e´nergie s’appuie sur le meˆme type de description mais en introduisant
une de´composition des champs caracte´risant l’e´coulement de la phase porteuse en un champ non-
perturbe´ et un champ perturbe´. Historiquement, cette de´composition a e´te´ introduite initialement
par Maxey et Riley [89] pour de´crire la re´sultante des actions du fluide sur une particule, ensuite,
elle a e´te´ utilise´e par Michaelides et Feng [88] pour de´crire le flux thermique rec¸u par la particule. En
pratique, dans le cadre d’une description macroscopique Euler-Lagrange d’un e´coulement contenant Np
particules, les champs non-perturbe´s sont ge´ne´ralement assimile´s aux champs macroscopiques [13, 22].
Echange de masse A partir de la relation de saut aux interfaces Eq. (1.2.44), le transfert inter-
facial de masse, de la phase disperse´e vers la phase continue, s’e´crit :
〈Γβδβσ〉 = −〈nβσ · (ρσ (uσ −w)) δβσ〉 (1.3.1)
A partir de la de´finition de la moyenne, l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
〈Γβδβσ〉 = −
∫
AVβσ
g(x− r)ρσ (uσ −w) · nβσ dS (1.3.2)
ou` AVβσ correspond a` l’interface entre les deux phases dans le volume de prise de moyenne V. En notant
NV particules dans le volume de prise de moyenne, l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
〈Γβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
∫
Ap
g(x− r)ρσ (uσ −w) · nβσ dS (1.3.3)
Nous rappelons ici que nous nous inte´resserons a` des particules de taille dp petite par rapport aux
e´chelles caracte´ristiques de la phase continue Lβ , et nous souhaitons filtrer spatialement les e´quations
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a` une e´chelle r0 telle que dp  r0  Lβ . Ainsi, les variations de la fonction de poids g peuvent eˆtre
ne´glige´es a` l’e´chelle de la particule, on obtient alors :
〈Γβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
ρσ (uσ −w) · nβσ dS (1.3.4)
Dans l’e´quation pre´ce´dente, l’inte´grale surfacique repre´sente le flux de masse duˆ a` l’oxydation de la
particule p. A partir des e´quations Eqs. (1.2.78) et (1.3.4), le transfert interfacial de l’espe`ce k de la
phase disperse´e a` la phase continue s’e´crit :
〈Γβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp (1.3.5)
A partir de la relation de saut aux interfaces Eq. (1.2.43), le transfert interfacial de l’espe`ce k, de la
phase disperse´e vers la phase continue, s’e´crit :
〈Γβ,kδβσ〉 = 〈$kδβσ〉 (1.3.6)
En suivant la meˆme me´thodologie utilise´e dans le calcul de l’e´change de masse, la relation de saut
Eq. (1.2.43) et la de´finition du taux surfacique de re´action Eq. (1.2.14), l’e´quation pre´ce´dente devient :
〈Γβ,kδβσ〉 = νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
$s dSr (1.3.7)
D’autre part, a` partir de la relation de saut Eq. (1.2.45) et la de´finition du taux de consommation de
la particule Eq. (1.2.78), on obtient :
〈Γβ,kδβσ〉 = νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp (1.3.8)
Echange de quantite´ de mouvement Le transfert de quantite´ de mouvement aux interfaces
s’e´crit sous la forme :
〈Mβδβσ〉 = 〈nβσ · (−pβI + τβ) δβσ〉+ 〈uβΓβδβσ〉 (1.3.9)
La premie`re contribution du membre de droite d’e´quation pre´ce´dente repre´sente, au signe pre`s, les
contraintes de la pression et visqueuse. Cette contribution est relie´e a` la force qui mode´lise l’action du
fluide sur les particules fβp :
〈nβσ · (−pβI + τβ) δβσ〉 =
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
(−pβI + τβ) · nβσ dS
= −
NV∑
p=1
g(x− xp)fβp (1.3.10)
Le deuxie`me terme du membre de droite de l’e´quation Eq. (1.3.9) correspond a` la quantite´ de mouve-
ment transporte´e par le flux de masse e´change´ avec les phases disperse´es :
〈uβΓβδβσ〉 = −〈uβΓσδβσ〉
= −
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
ρσuβ (uσ −w) · nβσ dS (1.3.11)
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ou` l’inte´grale surfacique repre´sente la quantite´ de mouvement induite par la combustion de la particule
p, de´finie par : ∫
Ap
ρσuβ (uσ −w) · nβσ dS = u(Ap)β
.
mp (1.3.12)
Ainsi l’e´quation Eq. (1.3.11) s’e´crit :
〈uβΓβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)u(Ap)β
.
mp (1.3.13)
Finalement, en regroupant les relations Eqs. (1.3.10) et (1.3.13), l’e´change de quantite´ de mouvement
aux interfaces s’e´crive :
〈Mβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)
(
fβp + u
(Ap)
β
.
mp
)
Echange d’e´nergie Le terme source macroscopique de transfert d’enthalpie sensible re´sultant des
e´changes aux interfaces, peut se de´composer de la manie`re suivante :
〈Πβδβσ〉 = 〈(−qβ · nβσ) δβσ〉+
Ne∑
k=1
〈Hβ,kΓβ,kδβσ〉 (1.3.14)
La premie`re contribution dans l’e´change d’enthalpie aux interfaces, repre´sente, au signe pre`s, le flux
de transfert thermique e´change avec les particules :
〈(−qβ · nβσ) δβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Sp
qβ · nβσ dSr
= −
NV∑
p=1
g(x− xp)Qβp (1.3.15)
La deuxie`me contribution dans l’e´quation Eq. (1.3.14) repre´sente la quantite´ d’enthalpie transporte´e
par le flux de masse e´change´ avec la phase disperse´e (cf. annexe B) :
Ne∑
k=1
〈Hβ,kΓβ,kδβσ〉 =
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
〈Hβ,kΓσδβσ〉
=
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
ρσHβ,k (uσ −w) · nβσ dS
=
NV∑
p=1
g(x− xp)
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
H
(Ap)
β,k
.
mp (1.3.16)
En regroupant les e´quations pre´ce´dentes, l’e´change d’enthalpie sensible s’e´crit :
〈Πβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)
(
Qp −
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
H
(Ap)
β,k
.
mp
)
(1.3.17)
On rappelle que dans le cas ou` les espe`ces gazeuses ont la meˆme capacite´ thermique et sont produites
a` la Tp et que le transfert de masse a` la surface de la particule est a` syme´trie sphe´rique, l’e´change
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d’enthalpie sensible s’e´crit :
〈Πβδβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)
(
Qp +Hβ(Tp)
.
mp
)
(1.3.18)
A ce stade des de´veloppements, il est ne´cessaire de mode´liser les termes
.
mp, fβp et Qβp pour fermer
les e´quations Euler-Lagrange. Dans la suite de cette section, nous nous inte´ressons aux approches
habituellement utilise´es pour fermer ces termes qui s’appuient sur la re´solution de proble`mes de couche
limite autour de chaque particule.
1.3.1 Echanges de masse
La mode´lisation du taux de consommation de la particule de´pend de la manie`re avec laquelle cette
dernie`re s’oxyde. Ce terme sera de´termine´ a` partir des techniques de prise de moyenne volumique
pour l’oxydation d’une particule de carbone dans le chapitre 3. Nous pre´sentons ne´anmoins, dans ce
paragraphe, la de´marche classique applique´e au cas ou` la particule s’e´vapore dans une atmosphe`re
oxydante. Les e´changes de masse dus a` l’oxydation d’une particule sont de´termine´s a` partir de la
re´solution des proble`mes de transferts dans la couche limite massique d’e´paisseur δY , de´finie par :
Yβ,O2(δY ) = Y
∞
β,O2 (1.3.19)
ou` Y∞β,O2 repre´sente la fraction massique de l’oxyge`ne non-perturbe´. La re´solution du proble`me de
couche limite est de´taille´e dans l’annexe D, seules les hypothe`ses majeures utilise´es sont pre´sente´es
ici :
— la vitesse de la phase continue est uniforme
— la particule se de´place a` la meˆme vitesse que la phase continue
— la re´action he´te´roge`ne est de premier ordre par rapport a` l’oxyge`ne
— la vitesse de l’interface dans le repe`re en mouvement est ne´gligeable devant la vitesse de diffusion
— les transferts sont quasi-stationnaires, ce qui implique que les e´quations de transport dans la
phase continue sont inde´pendantes du temps
Le proble`me est traite´ en coordonne´es sphe´riques et en raison de la syme´trie sphe´rique, seule la coor-
donne´e radiale est conside´re´e. Les e´quations de conservation de masse et de transport d’oxyge`ne sont
e´crits dans le repe`re en mouvements. Ensuite, a` partir de l’inte´grale de ces e´quations entre la surface
de la particule rp et l’e´paisseur de la couche limite, on obtient (cf. annexe D) :
.
mp =
νσ,sWsBe
−TaTp
1 +
(
1− rp
δY
) |νσ,O2 |WO2Be−TaTp
ρβDβ,O2
rp
ApY
∞
β,O2 (1.3.20)
L’e´coulement autour de la particule n’est ge´ne´ralement pas au repos et pour prendre en compte la
pre´sence d’e´coulement relatif, l’e´paisseur de la couche limite est ge´ne´ralement de´finie a` partir du
nombre de Sherwood [128] :
δY
rp
=
1
1− 2
Sh
(1.3.21)
ou` le nombre de Sherwood est estime´ a` partir de la corre´lation de Ranz-Marshall [113] :
Sh = 2 + 0.6Rep
1/2Sc1/3 (1.3.22)
Pour une particule place´e dans une milieu au repos, on obtient la valeur Sh = 2, ce qui implique que
les e´paisseurs des couches limites deviennent infinies (δY →∞).
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1.3.2 Echange de quantite´ de mouvement
A partir de la de´composition du champ des variables caracte´ristiques de l’e´coulement en un champ
localement non-perturbe´ par la pre´sence de la particule p et un autre champ perturbe´ par la seule
pre´sence de la particule, la re´sultante des actions du fluide sur une particule s’e´crit [123] :
fβp = f
(0)
βp + f
(1)
βp (1.3.23)
La premie`re contribution f
(0)
βp de´signe la force virtuelle exerce´e par l’e´coulement fluide localement non-
perturbe´ sur une particule fluide qui co¨ıncide avec la particule solide. La deuxie`me contribution f
(1)
βp
est la force re´sultant des perturbations du champ de vitesse dues a` la pre´sence de la particule.
La force virtuelle f
(0)
βp exerce´e par l’e´coulement non-perturbe´ sur une sphe`re fictive Ap s’e´crit sous la
forme [53] :
f
(0)
βp = −
∫
Ap
(
−p(0)β I + τ (0)β
)
nβσ dS (1.3.24)
ou` τ
(0)
β et p
(0)
β repre´sentent respectivement le tenseur des contraintes visqueuses et la pression de la
phase continue en l’absence de la particule. Il est e´galement possible d’exprimer f
(0)
βp sous la forme
[53] :
f
(0)
βp = Vpρβ
dpu
(v)
β
dt
− Vpρβg (1.3.25)
ou` Vp est le volume de la particule, u
(v)
β repre´sente la vitesse fluide localement non-perturbe´e, moyen-
ne´e sur le volume de la particule solide, et l’ope´rateur
dp(.)
dt = ∂t(·) + u(0)β · ∇(·) repre´sente la de´rive´e
particulaire associe´e au champ des vitesses non-perturbe´ u
(0)
β . Les diffe´rents termes du membre de
droite de l’e´quation Eq. (1.3.25) repre´sentent respectivement la force de Tchen et la Pousse´e d’Archi-
me`de. La force de Tchen correspond a` l’action exerce´e par l’e´coulement non perturbe´ sur le volume de
fluide occupe´ par l’inclusion. Elle est calcule´e en inte´grant les forces de pression exerce´es par le fluide
non-perturbe´ sur le volume de l’inclusion et en retranchant la contribution hydrostatique. La pousse´e
d’Archime`de est la re´sultante des forces de pression hydrostatique exerce´es par le fluide sur la particule.
La deuxie`me contribution qui prend en compte les perturbations de champs de vitesse dues a` la
pre´sence de la particule s’e´crit [123] :
f
(1)
βp = −
1
2
Cdρβ
pid2p
4
|up − u(s)β |
(
up − u(s)β
)
− pid
3
p
6
ρfCM
dp
dt
(
up − u(v)β
)
−pid
3
p
4
CH
t∫
0
√
ρβµβ
d
dp
dt
(
up − u(s)β
) dτ√
pi (t− τ) (1.3.26)
ou` CD, CM et CH sont les coefficients de la force de traˆıne´e, de masse ajoute´e, et de Basset. u
(s)
β
repre´sente la vitesse fluide localement non-perturbe´, moyenne´e sur le surface de la particule solide.
Les diffe´rents termes du membre de droite de l’e´quation Eq. (1.3.26) repre´sentent respectivement la
force de traˆıne´e, la force de masse ajoute´e et la force de Basset. La force de traˆıne´e de´signe la force
qui s’oppose au mouvement d’un corps dans un liquide et agit comme un frottement. Il s’agit de la
composante des efforts exerce´s sur la particule, dans le sens oppose´ au mouvement relatif de la particule
par rapport a` l’e´coulement. La force de masse ajoute´e re´sulte de l’acce´le´ration transmise au volume
occupe´ par la particule lorsque le mouvement est instationnaire. La force de Basset, e´galement appele´e
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force d’histoire, traduit l’e´cart entre la force visqueuse instantane´e et celle qu’exercerait l’e´coulement
e´tabli correspondant sur la particule.
A` l’aide d’un de´veloppement limite´ au premier ordre de u
(s)
β et u
(v)
β , Maxey-Riley [88] et Gatignol [53]
ont fait apparaˆıtre les termes de Faxen traduisant la non-uniformite´ du champ de vitesse localement
non-perturbe´ a` l’e´chelle de la particule.
u
(v)
β = u
(0)
β +
d2p
40
∆u
(0)
β +O
(
d2p∆
4u
(0)
β
)
(1.3.27)
u
(s)
β = u
(0)
β +
d2p
24
∆u
(0)
β +O
(
d2p∆
4u
(0)
β
)
(1.3.28)
Dans le cas ou` le diame`tre caracte´ristique des particules est suffisamment petit par rapport aux e´chelles
de l’e´coulement, les termes de Faxen deviennent ne´gligeables, ce qui revient a` remplacer u
(s)
β et u
(v)
β
par u
(0)
β . D’autre part, pour des me´langes gaz-particules avec un rapport de densite´ ρσ/ρβ > 10
3, les
diffe´rentes forces sont ge´ne´ralement ne´gligeables devant la force de traˆıne´e [65].
Ainsi, la re´sultante des forces s’exerc¸ant sur la particule s’e´crit :
fβp = −1
2
Cdρf
pid2p
4
|up − u(0)β |
(
up − u(0)β
)
(1.3.29)
ou` Cd est de´fini de fac¸on empirique en fonction du nombre du Reynolds de la particule Rep :
Rep =
ρβ |up − u(0)β |dp
µβ
(1.3.30)
Dans le cas des particules sphe´riques de diame`tre uniforme dp, ce coefficient est donne´ par la loi
propose´e par Wallis (1969) [123] :
CD =
24
Rep
(
1 + 0.15Re0.687p
)
Rep ≤ 1000
CD = 0.44 Rep > 1000
(1.3.31)
1.3.3 Echanges thermiques
Afin de de´terminer le flux thermique rec¸u par la particule, Michaelides et Feng ont suivi la meˆme
de´marche que Maxey et Riley [88]. Il s’agit de de´composer le champ de tempe´rature de la phase
continue Tβ en un champ localement non-perturbe´ par la particule T
(0)
β et un champ perturbe´ par la
pre´sence de la particule T
(1)
β . Cela permet d’exprimer Qβp en deux contributions [89] :
Qβp = Q
(0)
βp +Q
(1)
βp (1.3.32)
La premie`re contribution Q
(0)
βp correspond au flux thermique transfe´re´ a` la particule par l’e´coulement
non-perturbe´, de´fini par :
Q
(0)
βp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T (0)βp dS (1.3.33)
Cette contribution repre´sente le flux de chaleur rec¸u par une particule fluide qui co¨ıncide avec la
particule solide, cette contribution est ge´ne´ralement e´crite sous une forme similaire a` cette de la force
de Tchen [89] :
Q
(0)
βk = (ρcp)β Vp
dpT
(0)
β
dt
(1.3.34)
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La deuxie`me contribution Q
(1)
β dans l’e´quation Eq. (1.3.32) de´signe le flux thermique re´sultant des
perturbations du champ de tempe´rature induit par la pre´sence de la particule, il est de´fini par :
Q
(1)
βp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T (1)β dS (1.3.35)
A partir de la re´solution du proble`me de la couche limite thermique au voisinage d’une particule, ce
terme peut eˆtre exprime´ en fonction de la tempe´rature non-perturbe´e [47, 89] :
Q
(1)
βp = λβpidpNup
(
T
(0)
β − Tp
)
+ λβpidp
t∫
0
Kp(τ)
d
(
T
(0)
β − Tp
)
dτ
dτ (1.3.36)
Le premier terme du membre de droite correspond au transfert de chaleur quasi-stationnaire de la
particule vers le fluide environnant, ou` Nup repre´sente le nombre de Nusselt de´fini par :
Nup =
hpdp
λβ
(1.3.37)
ou` hp de´signe le coefficient d’e´change entre la phase continue et la particule. Dans les situations ou`
la particule est immerge´e dans un gaz au repos, le nombre de Nusselt vaut 2 et pour un nombre de
Reynolds fini, Nup est donne´ par des corre´lations empiriques (cf. [47, 140]).
Le deuxie`me terme dans l’e´quation Eq. (1.3.36), ayant une forme similaire a` celle de la force de Basset,
correspond a` la diffusion thermique instationnaire dans l’e´volution temporelle de la tempe´rature au
voisinage de la particule, il de´pend de l’historique des acce´le´rations thermiques relatives. La fonction
du noyau Kp(τ) qui apparaˆıt dans l’inte´grale d’histoire a e´te´ calcule´e analytiquement dans [89] en
re´gime de Stokes et les re´sultats ont e´te´ e´tendus a` un nombre de Reynolds fini a` partir des corre´lations
empiriques dans [6, 47].
Le flux thermique non-perturbe´ est ge´ne´ralement ne´gligeable devant le flux de diffusion quasi-stationnaire
pour les me´langes gaz-particule avec une capacite´ thermique volumique de la phase continue ne´gligeable
devant celle des particules. D’autre part, le flux instationnaire peut eˆtre ne´glige´ si la taille des parti-
cules est beaucoup plus petite que la dimension caracte´ristique de l’e´coulement [81]. Cependant nous
garderons ces termes dans la suite du manuscrit, dans le but de comparer l’approche classique et
celle choisie dans cette e´tude qui est base´e sur la technique de la prise de moyenne volumique dans le
chapitre 2.
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1.4 Motivations et objectifs
L’objectif de ce travail est double ; il s’agit d’une part d’apporter une contribution a` la description
macroscopique Euler-Lagrange fre´quemment utilise´e pour les simulations de´taille´es des e´coulements
diphasiques re´actifs et, d’autre part, de re´aliser une premie`re e´tude sur la combustion laminaire d’un
nuage de particules de graphite.
Dans la de´marche classique que nous avons pre´sente´e pre´ce´demment, la fermeture des termes d’e´change
entre la phase porteuse continue et la phase disperse´e est e´tablie en conside´rant chaque particule du
nuage comme isole´e dans un champ fluide infini. La re´solution des proble`mes de couche limite au
voisinage de chaque particule est re´alise´e en introduisant pour chaque champ de la phase porteuse
(tempe´rature, . . . ) une partie dite localement perturbe´e et localement non-perturbe´e par la pre´sence
de la particule. Pour un nuage contenant Np particules, les champs localement non-perturbe´s corres-
pondent aux champs fluides virtuels co¨ıncidant avec la particule p et n’e´tant localement pas perturbe´s
par cette dernie`re. Par contre, ces champs prennent en compte les perturbations dues aux autres Np−1
particules [13].
Si ce type d’approche conduit ge´ne´ralement en pratique a` une bonne pre´diction du comportement
macroscopique, en particulier pour les me´langes gaz-particules tre`s dilue´s, elle soule`ve ne´anmoins
de nombreuses questions. Si dans le cas du couplage dit one-way (Fig. 1.7), le champ localement
non-perturbe´ est parfaitement de´fini et correspond au champ macroscopique puisque les particules
n’agissent pas sur la phase porteuse, la de´termination du champ localement non-perturbe´ est moins
directe dans le cas du couplage two-way (Fig. 1.7). En effet, dans le cas du couplage two-way, il n’est
plus possible de ne´gliger les interactions entre les particules via la phase continue et la de´termination
du champ localement non-perturbe´ ne´cessite de prendre en compte les perturbations des autres par-
ticules, de´pendantes elles-meˆmes de la particule conside´re´e. En pratique, la taille du filtre est choisie
suffisamment grande pour contenir assez de particules afin de ne´gliger la perturbation induite par une
seule particule et, dans ce cas, le champ localement non-perturbe´ peut eˆtre assimile´ au champ filtre´
(e.g. [10, 15, 24, 96]).
ασ10−9 10−7 10−5 10−3 10−1
Couplage one-way
Phase continue
Particules
Me´lange tre`s dilue´
Couplage two-way
Phase continue
Particules
Me´lange dilue´
Couplage four-way
Phase continue
Particules
Particules
Me´lange dense
Figure 1.7 – Diffe´rents types de couplage entre les phases solide et fluide en
fonction de la fraction volumique de la phase disperse´e ασ [44]
Dans ce contexte, l’objectif principal de ce travail consiste a` proposer une approche alternative pour la
mode´lisation macroscopique Euler-Lagrange des transferts de masse et de chaleur pour la combustion
laminaire d’un nuage de particules. Dans ce premier travail, la mode´lisation des transferts de quantite´
de mouvement ne sera pas aborde´ et nous adopterons les fermetures correspondentes classiques pre´-
sente´es dans ce chapitre d’introduction. On se propose ici de relier les processus aux petites e´chelles
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aux grandeurs macroscopiques en utilisant une approche de changement d’e´chelle correspondant ici a`
la me´thode de prise de moyenne volumique avec fermetures (e.g. [33, 104]). Cette de´marche consiste a`
obtenir les e´quations de transport macroscopiques et les termes d’e´change entre phases a` partir d’une
prise de moyenne des e´quations de transport a` la petite e´chelle et d’une proposition de repre´senta-
tion pour les fluctuations. Cette de´marche permet d’identifier pre´cise´ment les hypothe`ses ne´cessaires
pour e´tablir le mode`le Euler-Lagrange. En outre, cette approche conduit a` des proble`mes locaux pour
les fluctuations, appele´s proble`mes de fermeture, pouvant eˆtre re´solus pour des micro-structures re-
pre´sentatives du milieu et permettant ainsi d’estimer les coefficients effectifs parame´trant le mode`le
macroscopique.
On se propose e´galement dans ce travail de re´aliser une premie`re e´tude sur la combustion laminaire
d’un nuage de particules de graphite. Il s’agit d’estimer la vitesse de flamme laminaire d’un nuage
monodisperse de particules de graphite. Cette estimation est mene´e a` partir de simulations de´taille´es
Euler-Lagrange re´alise´es a` partir du logiciel P2REMICS de´veloppe´ a` l’IRSN. Les simulations sont
re´alise´es dans le cas d’une configuration de flamme plane non e´tire´e 1D de manie`re analogue aux
simulations de´taille´es mise en oeuvre pour la combustion laminaire pre´me´lange´e. Il s’agit ici d’e´tudier
l’influence de quelques caracte´ristiques du me´lange gazeux et du nuage de poussie`res (chargement,
diame`tre de particule) sur la vitesse de flamme laminaire.
Pour atteindre ces objectifs, la suite du manuscrit de the`se est organise´ de la fac¸on suivante :
— Dans le Chapitre 2, on de´rive un mode`le macroscopique qui comporte deux diffe´rences princi-
pales avec les mode`les classiques. Tout d’abord, on prend en compte des termes supple´mentaires
pour les transferts de chaleur faisant intervenir des e´changes particule-particule a` l’e´chelle ma-
croscopique, et pas uniquement un e´change particules-fluide. La deuxie`me diffe´rence re´side
dans le fait que les coefficients des e´changes sont fonction du taux de dilution. Par ailleurs,
on s’attache e´galement a` comparer le mode`le propose´ avec les mode`les classiques. Des calculs
analytiques et des simulations nume´riques directes sont re´alise´s dans le but de tester la validite´
des mode`les propose´s ainsi que des hypothe`ses qui ame`nent aux formulations locales classiques.
— Dans le Chapitre 3, un mode`le macroscopique avec une fermeture quasi-stationnaire est propose´
pour la description des transferts de masse associe´s a` la combustion des particules de carbone.
Les proble`mes de fermeture sont re´solus analytiquement, ce qui ame`ne a` un taux effectif de
combustion des particules qui de´pend directement de la fraction volumique. Les re´sultats ma-
croscopiques obtenus sont compare´s a` des re´fe´rences analytiques et nume´riques obtenues pour
une particule de carbone isole´e, ce qui permet de valider l’approche propose´e.
— Dans le Chapitre 4, on rassemble tous ces e´le´ments afin de re´aliser des simulations Euler-
Lagrange utilise´es pour de´terminer la vitesse de flamme laminaire diphasique plane en fonction
des caracte´ristiques du me´lange gazeux et des poussie`res de graphite.
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Comme nous l’avons vu dans le chapitre pre´ce´dent, la mode´lisation du me´lange dilue´ gaz-particules
repose sur l’approche macroscopique ou` la phase continue est de´crite de manie`re eule´rienne filtre´e et
ou` un suivi lagrangien est applique´ aux particules. Une des difficulte´s principales de cette description
est lie´e a` la mode´lisation des e´changes macroscopiques entre la phase continue et les particules. Dans
l’approche classique, cette mode´lisation est ge´ne´ralement re´alise´e par extrapolation des re´sultats ob-
tenus pour une particule isole´e dans un milieu infini.
Dans ce chapitre, nous proposons une approche alternative pour de´crire les e´changes thermiques gaz-
particules ou` le changement d’e´chelle est base´ sur la technique de prise de moyenne volumique. Cette
approche consiste a` fermer les e´quations macroscopiques a` partir des caracte´ristiques microscopiques.
Ceci permet d’une part, d’identifier pre´cise´ment le couplage micro-macro et d’autre part, d’estimer les
coefficients effectifs qui parame`trent le mode`le macroscopique a` partir des proble`mes locaux appele´s
proble`mes de fermeture.
Nous nous focaliserons, dans ce chapitre, sur la description macroscopique des e´changes thermiques
entre les deux phases. Ainsi, la re´action homoge`ne ne sera pas prise en compte et l’oxydation des parti-
cules sera mode´lise´e par un terme source qui ne de´pend ni de la tempe´rature ni de la fraction massique
d’oxyge`ne. Dans ce cadre, nous commencerons par pre´senter le proble`me a` l’e´chelle microscopique.
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Ensuite, nous de´taillerons le changement d’e´chelle permettant d’e´tablir les e´quations filtre´es. Enfin,
une fermeture instationnaire du mode`le macroscopique sera propose´e.
Le mode`le complet obtenu comprend des termes additionnels qui n’apparaissent pas dans les mode`les
classiques. L’importance de ces termes sera discute´e et une version simplifie´e du mode`le sera pre´sente´e.
La version de´finitive du mode`le sera compare´e aux mode`les classiques, ensuite la validite´ du mode`le
sera e´value´e a` partir des re´sultats analytiques et nume´riques.
2.1 Proble`me a` l’e´chelle locale
Nous nous focalisons dans ce chapitre sur les e´changes thermiques entre la phase continue et les
particules. La pre´sence des re´actions he´te´roge`ne et homoge`ne rend le proble`me du transfert de chaleur
fortement couple´ avec les e´quations de conservation de masse et les e´quations de transport des espe`ces.
Devant la complexite´ du proble`me couple´, nous supposons que la re´action he´te´roge`ne dans la phase
disperse´e peut eˆtre mode´lise´e par un terme source constant ge´ne´re´ dans les particules ψσ. Le terme
source conside´re´ est suppose´ inde´pendant de la tempe´rature mais peut varier en espace selon la position
de la particule. La re´action homoge`ne dans la phase continue ne sera pas prise en compte car nous
nous inte´ressons plus particulie`rement a` la description macroscopique des e´changes entre la phase
continue et la phase disperse´e. Le lecteur inte´resse´ pourra se reporter a` Yong et al. [148] pour un
exemple de changement d’e´chelle avec une re´action homoge`ne de type Arrhenius. Sous ces hypothe`ses,
les e´quations locales de conservation de l’e´nergie relatives a` la phase β et σ (i.e. Eqs. (1.2.24) et
Eqs. (B.0.3)) s’e´crivent :
∂t
(
(ρcp)β Tβ
)
+∇ ·
(
(ρcp)β Tβuβ
)
= ∇ · λβ∇Tβ dans Ωβ (2.1.1)
∂t
(
(ρcp)σ Tσ
)
+∇ · ((ρcp)σ Tσuσ) = ∇ · λσ∇Tσ + ψσ dans Ωσ (2.1.2)
ou` (ρcp)η, Tη, λη et uη repre´sentent respectivement la capacite´ thermique volumique, la tempe´rature,
la conductivite´ thermique et la vitesse de la phase η, η = β, σ. Les e´quations de transport pre´ce´dentes
sont accompagne´es des conditions de continuite´ aux interfaces :
nβσ · λβ∇Tβ = nβσ · λσ∇Tσ sur Aβσ (2.1.3)
Tβ = Tσ sur Aβσ (2.1.4)
ou` Aβσ repre´sente l’interface entre les deux phases et nβσ la normale sortante de la phase β vers la
phase σ. Les e´quations de transport ainsi que les conditions aux interfaces doivent eˆtre comple´te´es par
des conditions aux limites en entre´e et en sortie du milieu conside´re´ et des conditions initiales afin
de comple´ter le proble`me local. Cependant, ces conditions ne sont ge´ne´ralement connues que pour les
termes macroscopiques, il n’est donc pas ne´cessaire de les prescrire a` ce stade [104, 143].
Nous supposons e´galement que le proble`me d’e´coulement diphasique peut eˆtre de´couple´ du proble`me
de transfert de chaleur et peut eˆtre re´solu inde´pendamment. En conse´quence, la vitesse des deux phases
est suppose´e comme un champ connu.
2.2 Changement d’e´chelle
2.2.1 Equations de transport a` l’e´chelle macroscopique
On rappelle que dans le cadre de l’approche macroscopique Euler-Lagrange, la description du transfert
de chaleur dans la phase continue est re´alise´e de fac¸on eule´rienne par l’e´quation de transport de la
tempe´rature en grandeurs moyennes. Ces grandeurs sont de´finies sur un volume de prise de moyenne
avec une taille caracte´ristique r0 plus grande que la taille des particules dp, mais suffisamment petite
devant l’e´chelle caracte´ristique des variations significatives dans la phase continue Lβ (i.e. dp  r0 
Lβ). Pour la phase disperse´e, la mode´lisation est base´e sur l’approche lagrangienne, ce qui signifie
qu’on suit l’e´volution de la tempe´rature de chaque particule dans le volume de prise de moyenne.
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Lβ
lβ
volume de prise de moyenne
β-phase
r0
dp
Figure 2.1 – Re´gion macroscopique d’un milieu diphasique et volume de prise
de moyenne associe´
Pour de´terminer l’e´quation de transport pour la tempe´rature de la particule p, nous inte´grons l’e´quation
locale de transport de la tempe´rature dans la phase disperse´e Eq. (2.1.2) sur le volume Vp de la particule
p, ce qui conduit a` :∫
Vp
(
∂t
(
(ρcp)σ Tσ
)
+∇ · ((ρcp)σ Tσuσ)) dV = ∫
Vp
(∇ · λσ∇Tσ + ψσ) dV (2.2.1)
En utilisant le the´ore`me de transport de Reynolds et le the´ore`me de la divergence [141], l’e´quation
pre´ce´dente s’e´crit :
(mcp)p
dTp
dt
=
∫
Ap
nβσ · λσ∇Tσ dS + Vpψp (2.2.2)
ou` Ap est la surface de la particule p, et ou` Tp et ψp repre´sentent respectivement la tempe´rature et la
puissance re´siduelle ge´ne´re´e dans la particule, de´finies par :
Tp =
1
Vp
∫
Vp
Tσ dV (2.2.3)
ψp =
1
Vp
∫
Vp
ψσ dV (2.2.4)
En utilisant la condition de saut Eq. (2.1.3), l’e´quation d’e´volution de la tempe´rature de la particule
p peut s’e´crire sous la forme :
(mcp)p
dTp
dt
= −
∫
Ap
nβσ · λβ∇Tβ dS + Vpψp (2.2.5)
En introduisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour la tempe´rature de la phase
continue :
γβTβ = γβT β + γβT
′
β (2.2.6)
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Nous rappelons, dans ce chapitre, que la masse volumique est suppose´e constante, ainsi nous nous
limitons a` l’utilisation de la moyenne intrinse`que. En introduisant la de´composition pre´ce´dente dans
l’e´quation Eq. (2.2.3), on obtient :
(mcp)p
dTp
dt
= −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T ′β dS + Vpψp (2.2.7)
Nous nous inte´ressons, dans cette e´tude, a` un me´lange de gaz-particules dans lequel la conductivite´
thermique des particules est beaucoup plus grande que celle du fluide (λβ  λσ). En utilisant la
relation de saut (2.1.3), on obtient :
|∇Tp| =
∣∣∣∣λβλσ∇Tβ
∣∣∣∣ |∇Tβ | (2.2.8)
De ce fait, le gradient de la tempe´rature a` l’inte´rieur de la particule peut eˆtre ne´glige´, la tempe´rature au
sein de la particule est donc conside´re´e homoge`ne. Cette hypothe`se est e´galement soutenue par le fait
que la taille des particules qui nous inte´ressent (6 100 µm) est tre`s petite devant les autres grandeurs
caracte´ristiques, ce qui implique que le nombre de Biot (Bi = hpdp/λσ) est tre`s petit devant l’unite´
[45, 89]. Dans la suite, nous adoptons l’approximation suivante :
Tσ ' Tp sur Ap (2.2.9)
Ainsi, la condition limite a` l’interface Eq. (2.1.3) peut eˆtre e´limine´e des proble`mes locaux.
D’autre part, pour obtenir l’e´quation macroscopique de transport de la tempe´rature dans la phase
continue, nous multiplions l’e´quation Eq. (2.1.1) relative a` la phase continue β par la fonction ca-
racte´ristique γβ et nous utilisons les proprie´te´s de la fonction caracte´ristique Eqs. (1.2.49) a` (1.2.52).
L’e´quation de transport de la tempe´rature dans Ω s’e´crit :
∂t
(
γβ (ρcp)β Tβ
)
+∇ ·
(
γβ (ρcp)β Tβuβ
)
= ∇ · (γβλβ∇Tβ) + nβσ · λβ∇Tβδβσ (2.2.10)
En appliquant l’ope´rateur de moyenne, de´fini par l’e´quation Eq (1.2.53) a` l’e´quation pre´ce´dente et en
utilisant la commutativite´ de l’ope´rateur de moyenne avec les ope´rateurs de diffe´renciation, on obtient :
∂t
(
αβ (ρcp)β T β
)
+∇ ·
(
〈γβ (ρcp)β Tβuβ〉
)
= ∇ · (〈γβλβ∇Tβ〉) + 〈nβσ · λβ∇Tβδβσ〉 (2.2.11)
Nous avons suppose´ ici que les variations des proprie´te´s physiques peuvent eˆtre ne´glige´es dans le
volume de prise de moyenne, mais il faut noter que cette hypothe`se ne signifie pas que ces proprie´te´s
sont constantes a` l’e´chelle macroscopique [142].
A partir de la de´composition en valeur moyenne et fluctuations Eq. (1.2.61) pour la tempe´rature et la
vitesse de la phase continue, le terme convectif dans l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
∇ ·
(
〈γβ (ρcp)β Tβuβ〉
)
= ∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
+∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
(2.2.12)
D’autre part, en se basant sur la proprie´te´ de la fonction caracte´ristique Eq. (1.2.49) et la line´arite´ de
l’ope´rateur moyenne, le premier terme du membre de droite de l’e´quation Eq. (2.2.11) peut s’e´crire
sous la forme :
∇ · (〈γβλβ∇Tβ〉) = ∇ · (〈λβ∇γβTβ〉+ 〈λβTβnβσδβσ〉) (2.2.13)
En utilisant la commutativite´ de l’ope´rateur de moyenne et la de´composition spatiale pour la tempe´-
rature Eq. (2.2.6), l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
∇ · (〈γβλβ∇Tβ〉) = ∇ · λβ
(∇ (αβT β)+ 〈T βnβσδβσ〉+ 〈T ′βnβσδβσ〉)
= ∇ · λβ
(
αβ∇T β + T β∇αβ + 〈T βnβσδβσ〉+ 〈T ′βnβσδβσ〉
)
(2.2.14)
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Enfin, a` partir des de´veloppements relatifs a` la proprie´te´ de l’idempotence de l’ope´rateur de moyenne,
les deuxie`me et troisie`me termes du second membre de l’e´quation pre´ce´dente s’annulent ente eux et
cette dernie`re devient :
∇ · (〈γβλβ∇Tβ〉) = ∇ · λβ
(
αβ∇T β + 〈T ′βnβσδβσ〉
)
(2.2.15)
De la meˆme manie`re, le deuxie`me terme du second membre de l’e´quation Eq. (2.2.11) peut s’e´crire
sous la forme :
〈nβσ · λβ∇Tβδβσ〉 = 〈nβσ · λβ∇T βδβσ〉+ 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉
= −λβ∇T β · ∇αβ + 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉 (2.2.16)
En regroupant les relations Eqs. (2.2.11)-(2.2.12)-(2.2.15)-(2.2.16), on obtient :
∂t
(
αβ (ρcp)β T β
)
+∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
+∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
=
λβ∇ ·
(
αβ∇T β + 〈T ′βnβσδβσ〉
)−∇αβ · λβ∇T β + 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉 (2.2.17)
A ce stade, l’e´quation de transport Eq. (2.1.1) a` e´te´ re´e´crite en grandeurs moyennes et fluctuations de la
tempe´rature de la phase continue. Dans cette e´quation, le premier et le deuxie`me terme du membre de
gauche repre´sentent respectivement les termes classiques d’accumulation et de convection. Le troisie`me
terme qui s’e´crivant sous la forme d’un produit de fluctuations de la tempe´rature et de fluctuations de
la vitesse de´signe, quant a` lui, le transport convectif de la tempe´rature par les fluctuations a` l’e´chelle
microscopique. Il caracte´rise la dispersion hydrodynamique. D’autre part, le premier terme du membre
de droite de l’e´quation Eq. (2.2.17) de´signe la conduction thermique dans la phase continue et les deux
derniers termes correspondent aux termes macroscopiques des transferts thermiques aux interfaces.
Nous nous sommes inspire´s ici de l’analyse de Quintard et Whitaker [106] pour interpre´ter le terme
proportionnel au gradient de la fraction volumique αβ dans l’e´quation Eq. (2.2.17) comme un terme
d’e´change interfacial. On montrera dans la suite de ce chapitre que ce terme peut effectivement eˆtre
assimile´ a` un terme d’e´change interfacial.
A ce stade des de´veloppements, l’e´quation de transport macroscopique dans la phase continue Eq. (2.2.17)
et l’e´quation d’e´volution de la tempe´rature des particules Eq. (2.2.7) font intervenir la tempe´rature
macroscopique T β avec une longueur caracte´ristique de variations Lβ et les fluctuations T
′
β qui sont
des grandeurs microscopiques. Ainsi, les e´quations Eqs. (2.2.17) et (2.2.7) constituent une forme non
ferme´e des e´quations macroscopiques qui ne permettent pas de calculer les champs des tempe´ratures
moyennes. En effet, ces e´quations doivent eˆtre exprime´es sous forme de quantite´s moyennes et de pro-
prie´te´s effectives de transport. L’e´tablissement des proble`mes de fermeture permet de de´terminer ces
proprie´te´s [14, 38].
2.2.2 Proble`me local pour les fluctuations
L’objectif maintenant est d’e´tablir les relations de fermeture permettant d’obtenir une repre´sentation
des e´quations Eqs. (2.2.17) et (2.2.7) en fonction des variables macroscopiques uniquement. Pour relier
les termes de fluctuations de la tempe´rature aux tempe´ratures macroscopiques, nous e´tablissons tout
d’abord les e´quations auxquelles obe´issent les fluctuations. Pour cela, en multipliant l’e´quation locale
de transport de la tempe´rature dans la phase continue Eq. (2.1.1) sous la forme non-conservative par
la fraction volumique et en introduisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour la
vitesse et la tempe´rature, on obtient :
αβ (ρβcp)β
(
∂tT β + ∂tT
′
β +
(
uβ + u
′
β
) · ∇ (T β + T ′β)) = αβλβ∇2 (T β + T ′β) (2.2.18)
L’e´quation de transport de tempe´rature en grandeurs moyennes Eq. (2.2.17) peut s’e´crire sous la forme
non-conservative suivante :
αβ (ρcp)β
(
∂tT β + uβ · ∇T β
)
= αβλβ∇2T β + λβ∇ · 〈T ′βnβσδβσ〉+ 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉
−∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
(2.2.19)
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En soustrayant l’e´quation Eq. (2.2.19) de l’e´quation Eq. (2.2.18), on obtient l’e´quation locale pour les
fluctuations :
(ρβcp)β
(
∂tT
′
β + uβ · ∇T ′β + u′β · ∇T β
)
= λβ∇2T ′β − α−1β ∇ · 〈λβT ′βnβσδβσ〉 (2.2.20)
−α−1β 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉+ α−1β ∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
L’e´quation locale de transport pour les fluctuations de´veloppe´e ici peut eˆtre simplifie´e sur la base d’une
analyse de l’ordre de grandeur de ses diffe´rents termes. Cette analyse a e´te´ largement discute´e dans
la litte´rature [18, 104, 111], seules les principales e´tapes conduisant a` la simplification de l’e´quation
Eq. (2.2.20) seront pre´sente´es ci-dessous.
La premie`re e´tape de cette analyse consiste a` estimer les ordres de grandeur des fluctuations de
la tempe´rature et de la vitesse dans la phase continue. Ces estimations peuvent eˆtre obtenues en
introduisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour Tβ et uβ respectivement dans
la relation de saut Eq. (2.1.3) et dans la condition de non glissement aux interfaces, on obtient ainsi
les estimations suivantes :
u′β = O (uβ) (2.2.21)
T ′β = O
(
lβ
Lβ
T β
)
(2.2.22)
Par ailleurs, en se basant sur les de´veloppements pre´sente´s dans [105], l’ordre de grandeur de la surface
spe´cifique peut eˆtre estime´ par :
〈nβσγβδβ〉 = AβσV = O
(
αβ
lβ
)
(2.2.23)
ou` V est le volume e´le´mentaire repre´sentatif associe´ a` la fonction de prise de moyenne. A` partir des
approximations Eqs. (2.2.21) a` (2.2.23), on obtient les ordres de grandeur des termes de l’e´quation
Eq. (2.2.20) :
λβ∇2T ′β = O
(
λβ
lβLβ
T β
)
(2.2.24)
α−1β ∇ · 〈λβT ′βnβσδβσ〉 = O
(
λβ
L2β
T β
)
(2.2.25)
α−1β ∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
= O
(
ρβCp,β
lβ
L2β
T βuβ
)
(2.2.26)
(ρβcp)β uβ · ∇T ′β = O
(
(ρβcp)β
1
Lβ
T βuβ
)
(2.2.27)
α−1β 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉 = O
(
λβ
Lβlβ
T β
)
(2.2.28)
Sur la base de ces relations et de la contrainte de changement d’e´chelle lβ  Lβ , on de´duit les relations
suivantes :
α−1β ∇ · 〈λβT ′βnβσδβσ〉  λβ∇2T ′β (2.2.29)
α−1β ∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
 (ρβcp)β uβ · ∇T ′β (2.2.30)
Ainsi, l’e´quation locale de transport des fluctuations Eq. (2.2.20) peut s’e´crire sous la forme simplifie´e
suivante :
(ρβcp)β
(
∂tT
′
β + uβ · ∇T ′β + u′β · ∇T β
)
= λβ∇2T ′β − α−1β 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉 (2.2.31)
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La relation de saut aux interfaces relative aux fluctuations de la tempe´rature s’obtient directement a`
partir de la relation de saut Eq. (2.1.4) dans laquelle on introduit la de´composition en valeurs moyennes
et fluctuations Eq. (2.2.6). Cette proce´dure peut eˆtre re´pe´te´e pour les autres e´quations du proble`me
local relatif a` la phase continue, fournissant ainsi le proble`me local complet pour les fluctuations :
(ρβcp)β
(
∂tT
′
β + uβ · ∇T ′β + u′β · ∇T β
)
= λβ∇2T ′β − α−1β 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉 (2.2.32)
T ′β = Tp − T β sur Aβσ (2.2.33)
T ′β = Iβ(r) t = 0 (2.2.34)
T ′β = Lβ(r, t) sur Aβl (2.2.35)
〈γβT ′β〉 = 0 (2.2.36)
La condition Eq. (2.2.36) est une condition supple´mentaire qui traduit une condition de moyenne nulle
pour les fluctuations et qui assure l’unicite´ des solutions des proble`mes quasi-stationnaires [38]. Pour
que le proble`me local des fluctuations soit complet, nous avons e´crit ici les conditions aux limites en
entre´e et en sortie du milieu conside´re´ Aβl ainsi que la condition initiale. Toutefois, il faut noter que
ces conditions ne sont ge´ne´ralement connues que pour les variables macroscopiques. Ces conditions
repre´sentent un rappel de ce que nous ignorons du proble`me de fermeture [144].
A ce stade, pour obtenir une description macroscopique du syste`me diphasique, nous devons re´soudre
simultane´ment les e´quations macroscopiques de transport dans la phase continue Eq. (2.2.17), l’e´qua-
tion d’e´volution de la tempe´rature des particules Eq. (2.2.7), ainsi que le proble`me local pour les
fluctuations Eqs. (2.2.32) a` (2.2.36). Cela conduit a` un proble`me plus complexe que le proble`me initial
de transport a` l’e´chelle locale. Il faut noter que nous n’avons aucune intention de re´soudre ce proble`me
couple´ entre les variables macroscopiques et microscopiques, mais de construire une estimation du
proble`me de couplage micro-macro sur un volume repre´sentatif des proprie´te´s du milieu a` l’e´chelle
microscopique.
En effet, les fluctuations peuvent eˆtre associe´es a` deux e´chelles de longueur caracte´ristique. La premie`re
est l’e´chelle microscopique qui influence les fluctuations a` travers les variations dues aux conditions
limites aux interfaces Aβσ. La seconde est la grande e´chelle de longueur qui influence les fluctuations,
a` travers les variations des variables macroscopiques [142].
D’une part, compte tenu de la contrainte de se´paration d’e´chelle, les conditions limites n’influencent les
fluctuations que dans une re´gion d’e´paisseur lβ au voisinage des frontie`res du domaine macroscopique
[83] et d’autre part, les variables macroscopiques pre´sentes dans le proble`me local pour les fluctuations,
peuvent eˆtre conside´re´es comme des fonctions variant lentement par rapport aux fluctuations [18,
104, 111, 149]. Ainsi, nous avons seulement besoin de de´terminer T ′β dans une re´gion repre´sentative
du volume macroscopique. Pour un milieu ordonne´, le volume peut eˆtre repre´sente´ par une cellule
unitaire pe´riodique. On peut alors remplacer les conditions aux limites en entre´e et en sortie du
volume repre´sentatif par des conditions de pe´riodicite´ :
T ′β(x + ri) = T
′
β(x) sur Aβe (2.2.37)
ou` ri de´signe le vecteur de pe´riodicite´ dans la direction i. Concernant les milieux de´sordonne´s, le lec-
teur pourra se re´fe´rer a` Quintard et al. [103] et Quintard et Whitaker [104, 105], pour une discussion
comple`te sur l’utilisation des cellules unitaires pe´riodiques et leur validite´ concernant les milieux de´sor-
donne´s. Notons toutefois que pour une milieu de´sordonne´, les conditions de pe´riodicite´ peuvent eˆtre
utilise´es sous re´serve que la taille de la cellule unitaire soit suffisamment grande devant les longueurs
de corre´lation des he´te´roge´ne´ite´s [103].
2.3 Fermetures des e´quations filtre´es
Le proble`me local pour les fluctuations Eqs (2.2.32) a` (2.2.36) n’est pas homoge`ne en T ′β puisque
des termes macroscopiques y sont pre´sents. Sous l’hypothe`se de la se´paration des e´chelles, ces termes
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peuvent eˆtre conside´re´s constants au sein du volume de la prise de moyenne. Ainsi, ils peuvent eˆtre vus
comme des termes sources macroscopiques responsables des fluctuations [90, 104, 149]. Notre objectif
dans cette partie est de construire une approximation des fluctuations en fonction des termes sources
et des variables de fermeture qui peuvent eˆtre de´termine´es en re´solvant les proble`mes de fermeture.
La premie`re approximation du proble`me mixte a e´te´ introduite initialement pour des fermetures quasi-
stationnaires. Ces fermetures sont base´es sur l’hypothe`se que les variations spatiales a` l’e´chelle locale
sont quasi-stationnaires par rapport aux variations des grandeurs macroscopiques, ainsi les fluctuations
peuvent eˆtre traite´es de manie`re quasi-stationnaire, meˆme si le proble`me a` l’e´chelle macroscopique
est instationnaire [103, 104, 149]. Cette hypothe`se est largement utilise´e pour de´river les mode`les
macroscopiques de transport dans les milieux poreux avec la me´thode de prise de moyenne volumique
[33, 111, 143].
Dans ce cas, la solution pour les fluctuations est recherche´e sous la forme d’une combinaison line´aire
des termes sources macroscopiques responsables des fluctuations dans le proble`me local et des variables
de fermeture de´pendant uniquement des parame`tres physiques et de la variable d’espace. Le mode`le
macroscopique qui en re´sulte est caracte´rise´ par des coefficients de transport effectifs qui ne de´pendent
que des parame`tres physiques. Par conse´quent, les effets d’histoire peuvent eˆtre perdus dans les e´qua-
tions macroscopiques.
Afin d’incorporer les phe´nome`nes lie´s aux effets d’histoire dans le mode`le macroscopique pour les
proble`mes ne´cessitant une mode´lisation plus riche du comportement transitoire, l’hypothe`se de quasi-
stationnarite´ est abandonne´e et des fermetures instationnaires sont propose´es [32, 75, 90]. Dans ce cas,
l’approximation des fluctuations est de´finie sous la forme de produits de convolution des grandeurs
macroscopiques responsables des fluctuations et des variables de fermeture de´pendant non seulement
de la variable d’espace et les parame`tres physiques mais e´galement du temps. Comme pour l’approxi-
mation quasi-stationnaire, les variables de fermeture sont solutions des proble`mes de fermeture qui
sont, dans ce cas, instationnaires.
Le mode`le macroscopique qui re´sulte de la fermeture instationnaire est caracte´rise´ par des coefficients
de transport effectifs en fonction du temps. Il faut noter qu’aux temps longs, la vision instationnaire
de l’approximation du proble`me mixte micro-macro converge vers la vision quasi-stationnaire, ce com-
portement asymptotique se traduit par une convergence du mode`le macroscopique instationnaire vers
le mode`le quasi-stationnaire.
2.3.1 Proposition de fermeture pour les fluctuations
Dans les e´quations Eqs.(2.2.32) a` (2.2.36) qui constituent le proble`me local pour les fluctuations on
peut identifier les termes sources macroscopiques responsables des fluctuations ∇T β et
(
T β |xp − Tp
)
avec 1 ≤ p ≤ NV , ou` NV est le nombre de particules dans le volume de prise de moyenne V. Pour
repre´senter les fluctuations de tempe´rature par une approximation instationnaire, nous nous appuierons
sur les travaux de [32, 90] :
T ′β = −
NV∑
p=1
sp ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
+ bβ · ∗∂t
(∇T β) (2.3.1)
ou` x et xp de´signent respectivement, un point du volume de prise de moyenne et la position de
la particule p. Les termes sp et bβ repre´sentent les variables de fermeture et permettent de relier les
fluctuations de la tempe´rature aux variables macroscopiques. Ces inconnues de´pendent du temps, de la
variable d’espace x (qui caracte´rise les variations spatiales a` l’e´chelle locale) et des parame`tres physiques
de proble`me local. La notation ∗ dans l’e´quation Eq .(2.3.1) repre´sente le produit de convolution en
temps, de´fini pour les fonctions f1 et f2 par :
f1(t) ∗ f2(t) =
t∫
0
f(t− τ)g(τ) dτ (2.3.2)
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Les inconnues des fermetures scalaires et vectorielles des repre´sentations (2.3.1) sont solutions des
proble`mes de fermeture, lesquels doivent eˆtre re´solus sur une re´gion repre´sentative du milieu conside´re´.
Pour obtenir ces proble`mes, la repre´sentation des fluctuations est introduite dans les e´quations Eqs. (2.2.32)
a` (2.2.36), sous l’hypothe`se de se´paration d’e´chelles, les termes sources
(
T β − Tp
)
et ∇T β sont consi-
de´re´s constants et inde´pendants au sein du volume e´le´mentaire repre´sentatif. Ensuite, les termes pro-
portionnels aux
(
T β − Tp
)
pour 1 ≤ p ≤ N et ∇T β sont regroupe´s [104]. On obtient ainsi p proble`mes
de fermeture identiques Ip pour les variables de fermeture sp et un proble`me de fermeture II pour le
variable bβ .
Lors de l’introduction des repre´sentations dans le proble`me local, nous adopterons l’approximation
classique :
∇T ′β ' −
NV∑
p=1
∇sp ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
+∇bβ · ∗∂t
(∇T β) (2.3.3)
Cette approximation est justifie´e sur la base d’une analyse de l’ordre de grandeur de∇T ′β (cf. [18, 104]).
On note que dans le cadre du proble`me de Graetz sur un tube cylindrique, Golfier et al. [57] ont
montre´ que la description macroscopique est plus pre´cise lorsque les termes sp∇T β sont retenus dans
les proble`mes de fermeture instationnaire. Toutefois, ces termes ont e´te´ ne´glige´s pour un grand nombre
de proble`mes [18, 104].
Proble`me instationnaire Ip :
(ρβcp)β (∂tsp + uβ · ∇sp) = λβ∇2sp − α−1β Hp dans Ωβ (2.3.4)
sp = 1 sur Ap (2.3.5)
sp = 0 sur Aj avec j 6= p (2.3.6)
sp(x + ri) = sp(x), sur Aβe (2.3.7)
〈γβsp〉 = 0 (2.3.8)
sp = 0 a` t = 0 (2.3.9)
avec :
Hp = 〈nβσ · λβ∇spδβσ〉 (2.3.10)
Proble`me instationnaire II :
(ρβcp)β
(
∂tbβ + uβ · ∇bβ + u′β
)
= λβ∇2bβ − α−1β vββ dans Ωβ (2.3.11)
bβ = 0 sur Ap, 1 ≤ p ≤ N (2.3.12)
bβ(x + ri) = bβ(x) sur Aβe (2.3.13)
〈γβbβ〉 = 0 (2.3.14)
bβ = 0 a` t = 0 (2.3.15)
avec :
vββ = 〈nβσ · λβ∇bβδβσ〉 (2.3.16)
La prise de moyenne des e´quations Eq. (2.3.4) (resp. Eq. (2.3.11)) conduit aux conditions de moyennes
Eq. (2.3.8) (resp. Eq. (2.3.14)) si les conditions initiales Eq. (2.3.9) (resp. Eq. (2.3.15)) sont ve´rifie´es.
En effet, les conditions de moyennes sont consistantes avec les conditions initiales, ces dernie`res peuvent
donc eˆtre e´limine´es des proble`mes de fermeture [90]. La de´monstration est base´e sur des inte´grations
par parties pour calculer la moyenne du deuxie`me terme du membre de gauche et sur le fait que les
coefficients Hp et vββ sont constants sur le volume de prise de moyenne.
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2.3.2 Mode`le macroscopique : Euler-Lagrange
2.3.2.1 Forme ferme´e des e´quations a` grande e´chelle
La forme ferme´e de l’e´quation macroscopique de transport de tempe´rature dans la phase continue et
l’e´quation d’e´volution de la tempe´rature des particules s’obtiennent en introduisant la repre´sentation
des fluctuations respectivement dans les e´quations Eqs. (2.2.17) et (2.2.7).
Afin d’obtenir les formes ferme´es de ces e´quations, nous commenc¸ons par rappeler que l’e´quation
macroscopique de transfert dans la phase continue s’e´crit sous la forme :
∂t
(
αβ (ρcp)β T β
)
︸ ︷︷ ︸
accumulation
+∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
︸ ︷︷ ︸
convection
= ∇ · (αβλβ∇T β + 〈λβT ′βnβσδβσ〉)︸ ︷︷ ︸
conduction
−∇αβ · λβ∇T β + 〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉︸ ︷︷ ︸
termes d’e´change
−∇ ·
(
αβ (ρcp)β T
′
βu
′
β
)
︸ ︷︷ ︸
dispersion
(2.3.17)
En introduisant l’expression des fluctuations en fonction des variables de fermeture Eq. (2.3.1) dans le
terme d’e´change aux interfaces, on obtient :
〈nβσ · λβ∇T ′βδβσ〉 = −
NV∑
p=1
Hp ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
+ vββ · ∗∂t
(∇T β) (2.3.18)
ou` le coefficient Hp repre´sente le coefficient macroscopique d’e´change entre la phase continue et la
particule p et le coefficient de transport effectif vββ est assimile´ a` une vitesse de transport de la
tempe´rature T β induite par les particules. Ces coefficient sont de´finis respectivement dans les proble`mes
de fermeture Ip et II par Eqs. (2.3.10) et (2.3.16).
L’introduction de la repre´sentation de T ′β dans le terme de dispersion conduit a` l’expression :
∇ ·
(
(ρcp)β 〈T ′βu′β〉
)
= −∇ ·
(
NV∑
p=1
(ρcp)β 〈spu′β〉 ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
))
+∇ ·
(
(ρcp)β 〈u′βbβ〉 · ∗∂t
(∇T β)) (2.3.19)
De la meˆme manie`re, en introduisant la repre´sentation de T ′β dans le terme de conduction de l’e´quation
(2.3.17), on obtient :
∇ · (αβλβ∇T β + 〈λβT ′βnβσδβσ〉) = ∇ · ((αβλβI + 〈λβnβσ · bβδβσ〉) · ∗∂t (∇T β))
−∇ ·
(∑NV
p=1〈λβspnβσδβσ〉 ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
))
(2.3.20)
Nous introduisons le tenseur de conductivite´ thermique effective Kββ par :
Kββ = αβλβI︸ ︷︷ ︸
diffusion
+ 〈λβnβσ · bβδβσ〉︸ ︷︷ ︸
tortuosite´
− (ρcp)β 〈u′βbβ〉︸ ︷︷ ︸
dispersion
(2.3.21)
Le tenseur Kββ tient compte de la diffusion thermique, de la tortuosite´ du milieu et de la dispersion
thermique (traduit les effets de la dispersion hydrodynamique sur le transport thermique macrosco-
pique). D’autre part, nous regroupons les termes associe´s aux de´se´quilibres thermiques dans les termes
de dispersion Eq. (2.3.19) et de conduction Eq. (2.3.20) et nous de´finissons les coefficients :
dβp = ρβCp,β〈spu′β〉 − 〈λβspnβσδβσ〉 (2.3.22)
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Le coefficient de transfert dβp est assimile´ a` la vitesse de transport des de´se´quilibres thermiques
macroscopiques entre la phase continue et la particule p, ce coefficient est appele´ pseudo-vitesse couple´e
[106, 38].
A partir des e´quations Eqs. (2.3.18) a` (2.3.20) et des de´finitions des coefficients effectifs Kββ et dβp,
la forme ferme´e de l’e´quation de transport macroscopique dans la phase continue s’e´crit :
∂t
(
αβ (ρcp)β T β
)
+∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
= ∇ · (Kββ · ∗∂t (∇T β))− NV∑
p=1
Hp ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
+vββ · ∗∂t
(∇T β)− λβ∇αβ · ∇T β
NV∑
p=1
∇ · (dβp ∗ ∂t (T β |xp − Tp)) (2.3.23)
Par ailleurs, l’introduction de la repre´sentation pour les fluctuations dans l’e´quation Eq. (2.2.7) conduit
a` la forme ferme´e de l’e´quation de l’e´volution de la tempe´rature pour la particule p :
(mcp)p
dTp
dt
= −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS +
NV∑
j=1
hpj ∗ ∂t
(
T β |xj − Tj
)− vβp · ∗∂t (∇T β)+ Vpψp
(2.3.24)
ou` on a pose´ :
hpj =
∫
Ap
nβσ · λβ∇sjδβσ dS, vβp =
∫
Ap
nβσ · λβ∇bβδβσ dS (2.3.25)
Le coefficient hpj et le coefficient effectif vβp de´signent, respectivement, le coefficient macroscopique
d’e´change entre la particule p et la particule j a` travers la phase continue, et la vitesse de transport
de la tempe´rature macroscopique T β induite par la pre´sence de la particule p.
Afin de mettre en e´vidence le couplage macroscopique entre la phase continue et les particules, les
coefficients de transport effectif Hp et vββ de l’e´quation macroscopique de transport dans la phase
continue Eq. (2.3.23) peuvent eˆtre lie´s aux coefficients effectifs apparaissant dans l’e´quation de l’e´vo-
lution de la tempe´rature de la particule Eq. (2.3.24). Pour cela, nous rappelons ici la de´finition du
coefficient Hp :
Hp = 〈nβσ · λβ∇spδβσ〉 (2.3.26)
En ne´gligeant les variations de la fonction poids sur la surface des particules (cf. 1.2.2), l’e´quation
pre´ce´dente peut s’e´crire sous la forme :
Hp =
NV∑
j=1
g(x− xp)
∫
Aj
∇sp · nβσ dS =
NV∑
j=1
g(x− xj)hjp (2.3.27)
De la meˆme manie`re, on obtient la relation entre le coefficient vββ et vβp
vββ = 〈nβσ · λβ∇bβδβσ〉 =
NV∑
p=1
g(x− xp)vβp (2.3.28)
D’autre part, le terme proportionnel au gradient de la fraction volumique αβ dans l’e´quation Eq. (2.3.23)
peut eˆtre lie´ au premier terme du membre de droite de l’e´quation d’e´volution de la tempe´rature de la
particule, pour cela nous utilisons la relation Eq. (C.0.11) de´veloppe´e dans l’annexe C avec aβ = Tβ ,
on obtient :
∇αβ · λβ∇T β = 〈λβnβ · ∇T βδβσ〉 (2.3.29)
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En appliquant le de´veloppement utilise´ pour relier les coefficients effectifs, l’e´quation pre´ce´dente peut
s’e´crire sous la forme :
∇αβ · λβ∇T β =
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS (2.3.30)
A partir des relations Eqs. (2.3.27), (2.3.28) et (2.3.30), la forme ferme´e des e´quations Euler-Lagrange
peut s’e´crire sous la forme :
∂t
(
αβ (ρcp)β T β
)
+∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
= ∇ · (Kββ · ∗∂t (∇T β)) (2.3.31)
−
N∑
p=1
g(x− xp)Qβp
NV∑
p=1
∇ · (dβp ∗ ∂t (T β |xp − Tp))
(mcp)p
dTp
dt
= Qβp + Vpψp (2.3.32)
ou` Qβp repre´sente le flux thermique macroscopique rec¸u par la particule p, de´fini par :
Qβp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS +
NV∑
j=1
hpj ∗ ∂t
(
T β |xj − Tj
)− vβp · ∗∂t (∇T β) (2.3.33)
Le mode`le macroscopique Eqs. (2.3.31)-(2.3.33) propose´ ici se pre´sente sous une forme similaire a` celle
des mode`les classiques. Autrement-dit, la phase continue est de´crite de fac¸on eule´rienne a` l’aide de la
tempe´rature filtre´e, la phase disperse´e est de´crite de fac¸on lagrangienne en suivant chaque particule
dans la phase continue et enfin l’e´change entre les deux phases est mode´lise´ a` partir des coefficients
effectifs. En revanche, si le tenseur de dispersion thermique Kββ et les coefficients d’e´change de chaleur
hpj apparaissant dans le mode`le propose´ sont classiques pour la description eule´rienne-lagrangienne ma-
croscopique, les termes tels que la pseudo-vitesse vβp et la pseudo-vitesses couple´s dβp n’apparaissent
pas dans les mode`les classiques [27, 81, 89, 124, 150]. Ces derniers peuvent eˆtre de´termine´s a` partir des
proble`mes de fermeture et de leurs contributions e´tudie´es dans la litte´rature [39, 103, 106, 151] pour
le transfert de chaleur dans les milieux poreux avec des mode`les macroscopiques quasi-stationnaires a`
non e´quilibre thermique local. Pour la suite, nous nous attendons a` ce que les tenseurs de dispersion
thermique et les coefficients d’e´change thermique soient les contributions dominantes dans les e´qua-
tions macroscopiques par rapport aux termes non-classiques. Cependant, a` ce stade de l’e´tude il n’est
pas clair si ces termes supple´mentaires sont d’une certaine importance dans les cas pratiques.
Notons, par ailleurs, que les e´quations d’Euler-Lagrange Eqs. (2.3.31)-(2.3.33) sont obtenues a` l’aide
d’une repre´sentation instationnaire des fluctuations. Cette approximation du proble`me mixte micro-
macro implique un produit de convolution entre les grandeurs macroscopiques responsables des fluc-
tuations et les variables de fermeture instationnaires. De cette manie`re, les coefficients de transport
effectifs re´sultant dans le mode`le ne de´pendent pas seulement des parame`trent physiques, mais aussi
des variations temporelles. Les effets d’histoire sont, par conse´quent, pris en compte implicitement.
2.3.2.2 De´composition des coefficients effectifs
Il est important de rappeler que le mode`le macroscopique avec la fermeture instationnaire doit conver-
ger vers la version quasi-stationnaire lorsque les temps macroscopiques sont significativement plus
grands que les temps caracte´ristiques associe´s a` la relaxation de la conduction a` l’e´chelle microsco-
pique [32, 90]. Cette contrainte a e´te´ discute´e dans la litte´rature [104] et peut eˆtre e´crite sous la
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forme :
λβtc
(ρcp)β l
2
β
 1 (2.3.34)
ou` tc repre´sente le temps caracte´ristique associe´ au processus e´tudie´. L’hypothe`se de quasi-stationnarite´
consiste a` ne´gliger le terme d’accumulation par rapport au terme de diffusion dans l’e´quation de
transport des fluctuations Eq. (2.2.32), de fac¸on a` ce que les fluctuations puissent eˆtre traite´es de
manie`re quasi-stationnaire, et ce, malgre´ l’instationnarite´ du proble`me a` l’e´chelle macroscopique. Dans
ce cas, les fluctuations peuvent eˆtre repre´sente´es sous la forme :
T ′β = −
NV∑
p=1
s∞p
(
T β |xp − Tp
)
+ b∞β · ∇T β (2.3.35)
Les termes s∞p et b
∞
β repre´sentent les variables de fermeture, ces inconnues de´pendent uniquement de
la variable d’espace x. A l’instar de la fermeture instationnaire, en introduisant la de´composition des
fluctuations donne´e par la relation Eq. (2.3.35) dans le proble`me Eqs. (2.2.32) a` (2.2.36), les variables
de fermeture sont donne´es par les proble`mes de fermeture quasi-stationnaires suivants :
Proble`me quasi-stationnaire I∞p :
(ρβcp)β
(
uβ · ∇s∞p
)
= λβ∇2s∞p − α−1β H∞p dans Ωβ (2.3.36)
s∞p = 1 sur Ap (2.3.37)
s∞p = 0 sur Aj avec j 6= p (2.3.38)
s∞p (x + r) = s
∞
p (x) sur Aβe (2.3.39)
〈γβs∞p 〉 = 0 (2.3.40)
avec :
H∞p = 〈nβσ · λβ∇s∞p δβσ〉 (2.3.41)
Proble`me quasi-stationnaire II∞ :
(ρβcp)β
(
uβ · ∇b∞β + u′β
)
= λβ∇2b∞β − α−1β v∞ββ dans Ωβ (2.3.42)
b∞β = 0 sur Ap, 1 ≤ p ≤ N (2.3.43)
b∞β (x + ri) = b
∞
β (x) sur Aβe (2.3.44)
〈γβb∞β 〉 = 0 (2.3.45)
avec
v∞ββ = 〈nβσ · λβ∇b∞β δβσ〉 (2.3.46)
Comme nous l’avons de´ja` signale´, l’approximation instationnaire du proble`me mixte micro-macro don-
ne´e par la relation Eq.(2.3.1) doit converger vers l’approximation quasi-stationnaire Eq.(2.3.35). Ce
comportement asymptotique correspond au passage de sp et bβ respectivement aux limites u(t)s
∞
p et
u(t)b∞β dans le produit de convolution de´fini par l’e´quation Eq (2.3.2), ou` u(t) est la fonction d’e´chelon
unitaire. Cette de´composition peut s’e´crire sous la forme [32] :
sp − u(t)s∞p = s∗p (2.3.47)
bβ − u(t)b∞β = b∗β (2.3.48)
ou` s∗p et b
∗
β correspondent aux contributions des effets d’histoire dans les fermeture instationnaires,
ces variables ve´rifient :
lim
t→+∞ s
∗
p = 0 et lim
t→+∞b
∗
β = 0 (2.3.49)
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En introduisant les de´compositions Eq. (2.3.47) (resp. Eq. (2.3.48)) dans le proble`me de fermeture
instationnaire Ip (resp. II), et en soustrayant le proble`me de fermetures quasi-stationnaires I
∞
p (resp.
II∞ ) multiplie´ par u(t), on obtient ainsi les proble`mes de fermeture lie´s aux effets d’histoire :
Proble`me lie´ aux effets d’histoire I∗p :
(ρβcp)β
(
∂ts
∗
p + uβ · ∇s∗p + δ(t)s∞p
)
= λβ∇2s∗p − α−1β H∗p dans Ωβ (2.3.50)
s∗p = 1− u(t) sur Ap (2.3.51)
s∗p = 0 sur Aj avec j 6= p (2.3.52)
s∗p(x + ri) = s
∗
p(x) sur Aβe (2.3.53)
〈γβs∗p〉 = 0 (2.3.54)
avec :
H∗p = 〈nβσ · λβ∇s∗pδβσ〉 (2.3.55)
Proble`me lie´ aux effets d’histoire II∗ :
(ρβcp)β
(
∂tb
∗
β + uβ · ∇b∗β + δ(t)s∞p + (1− u(t)) u′β
)
= λβ∇2b∗β − α−1β v∗ββ dans Ωβ (2.3.56)
b∗β = 0 sur Ap, 1 ≤ p ≤ N (2.3.57)
b∗β(x + ri) = b
∗
β(x) sur Aβe (2.3.58)
〈γβb∗β〉 = 0 (2.3.59)
b∗β = 0 a` t = 0 (2.3.60)
avec :
v∗ββ = 〈nβσ · λβ∇b∗βδβσ〉 (2.3.61)
L’introduction de la de´composition Eq. (2.3.47) dans l’expression du coefficient hpj Eq. (2.3.25), conduit
a` :
hpj = u(t)h
∞
pj + h
∗
pj (2.3.62)
ou` h∞pj et h
∗
pj repre´sentent respectivement le coefficient d’e´change quasi-stationnaire et le coefficient
d’e´change lie´ aux effets d’histoire, de´finis par :
h∞pj =
∫
Ap
nβσ · λβ∇s∞p δβσ dS et h∗pj =
∫
Ap
nβσ · λβ∇s∗pδβσ dS (2.3.63)
L’introduction de la de´composition Eq. (2.3.62) dans le terme des e´changes thermiques entre la phase
continue et la particule p, conduit a` :
hpj ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
= h∞pj
(
u(t) ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
))
+ h∗pj ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
= h∞pj
(
∂tu(t) ∗
(
T β |xp − Tp
))
+ h∗pj ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
= h∞pj
(
δ(t) ∗ (T β |xp − Tp))+ h∗pj ∗ ∂t (T β |xp − Tp)
= h∞pj
(
T β |xp − Tp
)
+ h∗pj ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
(2.3.64)
ou` δ(t) repre´sente la distribution de Dirac. Les deux termes du membre de droite de l’e´quation pre´ce´-
dente repre´sentent respectivement la contribution quasi-stationnaire et la contribution lie´e aux effets
d’histoire des e´changes thermiques entre la phase continue et la particule p.
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De la meˆme manie`re, le terme de conduction thermique dans la phase continue Eq. (2.3.31) peux eˆtre
de´compose´ sous la forme :
∇ · (Kββ ∗ ∂t (∇T β)) = ∇ · (K∞ββ · ∇T β)+∇ · (K∗ββ · ∗∂t (∇T β)) (2.3.65)
ou` K∞ββ et K
∗
ββ de´signent respectivement le tenseur quasi-stationnaire de conduction thermique et le
tenseur lie´ aux effets d’histoire. Ils sont de´finis par :
K∞ββ = αβλβI + 〈λβnβσ · b∞β δβσ〉 − (ρcp)β 〈u′βb∞β 〉 (2.3.66)
K∗ββ = 〈λβnβσ · b∗βδβσ〉 − (ρcp)β 〈u′βb∗β〉 (2.3.67)
Les de´compositions repre´sente´es dans Eqs. (2.3.64) et (2.3.65) permettent de re´e´crire les e´quations
macroscopiques sous la forme :
∂t
(
αβ (ρβcp)β T β
)
+∇ ·
(
αβ (ρβcp)β T βuβ
)
= ∇ · (K∞ββ · ∂t (∇T β)) (2.3.68)
+∇ · (K∗ββ · ∗∂t (∇T β))
+
NV∑
p=1
∇ · (dβp ∗ ∂t (T β |xp − Tp))
−
NV∑
p=1
g(x− xp)Qβp
(mcp)p
dTp
dt
= Qβp + Vpψp (2.3.69)
avec Qβp de´fini par :
Qβp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS +
NV∑
j=1
h∞pj
(
T β |xj − Tj
)
+
NV∑
j=1
h∗pj ∗ ∂t
(
T β |xj − Tj
)− vβp · ∗∇T β (2.3.70)
Les coefficients non-classiques peuvent eˆtre de´compose´s de la meˆme manie`re que Kββ et hpj . Tou-
tefois, nous avons choisi de garder ces coefficients sous la forme instationnaire pour des raisons de
simplification. Les termes qui apparaissent dans le membre de droite de l’e´quation Eq. (2.3.68) corres-
pondent respectivement a` la conduction thermique dans la phase continue, aux effets d’histoire associe´s
a` la conduction thermique, a` la contribution des de´se´quilibres thermiques macroscopique relatifs a` la
tempe´rature des particules et aux e´changes thermiques macroscopiques avec les particules.
Dans l’e´quation Eq. (2.3.70), le premier terme du membre de droite correspond au flux thermique
moyen vu par la particule. Le second terme repre´sente le transfert thermique par conduction insta-
tionnaire entre la phase continue et la particule. Enfin, le troisie`me terme correspond a` la diffusion
thermique instationnaire. Cette contribution tient compte de l’effet d’histoire des variations des tem-
pe´ratures de la phase-β et des particules dans les variations de la tempe´rature Tp. Le dernier terme
repre´sente le transfert thermique duˆ au transport convectif additionnel dans la phase continue.
La forme ferme´e du mode`le Euler-Lagrange macroscopique fait intervenir des termes qualifie´s de non
classiques, ils traduisent une description plus pre´cise du couplage entre la phase continue et la phase
disperse´e. De ce fait, ce mode`le apparaˆıt comme une ge´ne´ralisation des mode`les Euler-Lagrange clas-
siques. En contrepartie, il posse`de un nombre plus e´leve´ de coefficients effectifs pouvant eˆtre calcule´s a`
partir des proble`mes de fermeture. En pratique, ces termes supple´mentaires rendent l’imple´mentation
du mode`le dans un code de calcul de vitesse de flamme tre`s complexe. Nous nous appuierons, dans
ce qui suit, sur la litte´rature et les analyses d’ordre de grandeur pour montrer que certains termes du
mode`le complet peuvent eˆtre ne´glige´s dans le cas d’un me´lange dilue´ de gaz-particules pour un rapport
des conductivite´s thermiques λβ/λσ tendant vers ze´ro.
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2.3.2.3 Simplification du mode`le macroscopique
En vue de simplifier le mode`le macroscopique, nous nous appuierons sur les travaux de Quintard et al.
[102, 106] et sur l’analyse d’ordre de grandeur des termes quasi-stationnaires pour montrer qu’il est
raisonnable de ne´gliger les termes non-classiques ainsi que les effets de la tortuosite´ et de la dispersion
dans le tenseur de conductivite´ thermique dans le mode`le macroscopique. Les meˆmes conclusions
peuvent eˆtre de´duites en ce qui concerne les termes lie´s aux effets d’histoire.
Transport convectif additionnel Pour des proble`mes purement diffusifs, on peut montrer,
a` partir du proble`me de fermeture II∞, que le vecteur v∞ββ est nul pour des cellules syme´triques
[14, 38]. Dans ce contexte, Quintard et Whitaker [106] ont re´solu nume´riquement les proble`mes de
fermeture associe´s au mode`le a` deux e´quations pour des cellules unitaires 2D et 3D, les re´sultats
pre´sente´s dans cette e´tude montrent que le vecteur v∞ββ est quasiment nul pour un nombre de Pe´clet
(Pe =
(ρcp)β ||uβ ||
λβ
lβ) infe´rieur a` 10. On peut donc estimer que le terme v
∞
ββ ·∇T β est ne´gligeable devant
le terme d’e´change aux interfaces pour des e´coulements a` faible nombre de Pe´clet.
D’autre part, dans le cadre d’un syste`me a` deux tempe´ratures, Quintard et al. [102] ont compare´ le
terme v∞ββ au terme convectif classique ∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
, leurs re´sultats sugge`rent que le rapport
entre le terme convectif non classique et le terme convectif classique peut eˆtre important pour des
valeurs faibles ou interme´diaires du nombre de Pe´clet et que ce rapport tend vers une valeur nulle
lorsque le nombre de Pe´clet tend vers l’infini.
Ainsi, le terme convectif non classique peut eˆtre ne´glige´ devant le terme d’e´change dans le re´gime
diffusif et devant le terme convectif classique dans le re´gime fortement convectif.
De´se´quilibre thermique macroscopique On rappelle que le terme de de´se´quilibre thermique
s’e´crit sous la forme :
NV∑
p=1
∇ · (d∞βp (T β |xp − Tp)) avec d∞βp = ρβCp,β〈s∞p u′β〉 − 〈λβs∞p nβσδβσ〉 (2.3.71)
A partir de la repre´sentation de fluctuations Eq. (2.3.35) et approximations Eqs. (2.2.21) a` (2.2.23),
on obtient les approximations suivantes [104] :
b∞β = O (lβ) (2.3.72)
s∞p
(
T β |xp − Tp
)
= O
(
lβ
Lβ
T β
)
(2.3.73)
Suite a` ces approximations, on obtient les relations suivantes :
∇ · (〈λβs∞p nβσδβσ〉 (T β |xp − Tp)) = O
(
λβαβ
1
L2β
T β
)
(2.3.74)
∇ ·
(
(ρcp)β 〈a∞βpu′β〉
(
T β |xp − Tp
))
= O
(
λβαβPe
1
L2β
T β
)
(2.3.75)
g(x− xp)h∞pj
(
T β |xp − Tp
)
= O
(
λβαβ
1
lβLβ
T β
)
(2.3.76)
∇ ·
(
αβ (ρcp)β T βuβ
)
= O
(
λβαβPe
1
lβLβ
T β
)
(2.3.77)
Sur la base de ces relations et de la contrainte de changement d’e´chelle (lβ  Lβ), il est clair qu’on
peut faire les estimations suivantes :
— Dans le re´gime diffusif (Pe < 1) : (2.3.75)<(2.3.74)(2.3.76)
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— Dans le re´gime convectif (Pe > 1) :(2.3.74)<(2.3.75)(2.3.77)
Ainsi, le terme de transport des e´quilibres thermiques macroscopiques sera ne´glige´ devant le terme
d’e´change aux interfaces Eq. (2.3.76) pour les re´gimes ou` la diffusion est dominante, et devant le terme
convectif classique Eq. (2.3.77) pour les re´gimes convectifs.
Tenseur de conductivite´ thermique On rappelle que le tenseur de conductivite´ thermique
est de´fini par :
Kββ = αβλβI︸ ︷︷ ︸
diffusion
+ 〈λβnβσ · b∞β δβσ〉︸ ︷︷ ︸
tortuosite´
− (ρcp)β 〈u′βb∞β 〉︸ ︷︷ ︸
dispersion
(2.3.78)
De la meˆme manie`re, a` partir des approximations Eqs. (2.2.21) a` (2.2.23), on obtient les ordres de
grandeur des termes lie´s aux effets de la tortuosite´ et la dispersion hydrodynamique dans le tenseur
de conductivite´ thermique Eq. (2.3.78)
∇ · (〈λβnβσ · b∞β δβσ〉 · ∇T β) = O
(
λβαβ
1
L2β
T β
)
(2.3.79)
∇ ·
(
(ρcp)β 〈u′βb∞β 〉 · ∇T β
)
= O
(
αβλβPe
1
L2β
T β
)
(2.3.80)
On peut estimer, d’une part, que le terme Eq. (2.3.79) est ne´gligeable devant le terme d’e´change inter-
facial Eq. (2.3.76) et d’autre part, que le terme Eq. (2.3.80) est ne´gligeable devant le terme d’e´change
interfacial Eq. (2.3.76) pour Pe < 1 et devant le terme convectif Eq. (2.3.77) pour Pe > 1.
Ainsi, le tenseur K∞ββ se simplifie sous la forme suivante :
K∞ββ = αβλβI (2.3.81)
Cette approximation est soutenue par le fait que la conductivite´ thermique de la phase continue est
conside´re´e ne´gligeable devant la conductivite´ thermique des particules λβ  λσ.
En effet, les re´sultats obtenus par Quintard et al. [102] pour un mode`le a` deux tempe´ratures e´tabli
pour des milieux poreux montrent qu’il est raisonnable de ne´gliger les effets de la tortuosite´ et de la
dispersion dans le tenseur de conductivite´ thermique pour me´lange ou` le rapport des conductivite´s
thermiques tend vers ze´ro.
Si on adopte la simplification pre´sente´e pre´ce´demment, les e´quations Euler-Lagrange peuvent s’e´crire
sous une forme similaire a` celle du mode`le classique :
∂t
(
αβ (ρβcp)β T β
)
+∇ ·
(
αβ (ρβcp)β T βuβ
)
= ∇ · (αβλβ∇T β) (2.3.82)
−
NV∑
p=1
g(x− xp)Qβp
(mcp)p
dTp
dt
= Qβp + Vpψp (2.3.83)
avec Qβp de´fini par :
Qβp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS +
NV∑
j=1
h∞pj
(
T β |xj − Tj
)
+
NV∑
j=1
h∗pj ∗ ∂t
(
T β |xj − Tj
)
(2.3.84)
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En comparant le mode`le classique d’Euler-Lagrange avec le mode`le propose´ (2.3.82) a` (2.3.84), les
principales diffe´rences demeurent dans l’e´change thermique macroscopique Qβp. En effet, comme men-
tionne´ dans l’introduction, la mode´lisation de l’e´change macroscopique entre la phase continue et les
particules est ge´ne´ralement base´e sur la re´solution du proble`me de couche limite d’une particule isole´e
dans un milieu infini [27, 81, 89, 150].
Cette de´marche consiste a` de´finir en tout point un champ de tempe´rature de la phase continue lo-
calement non-perturbe´e par la pre´sence de la particule T
(0)
β et un autre champ perturbe´ T
(1)
β par la
seule pre´sence de la particule p. Ensuite, dans la description macro-e´chelle eule´rienne-lagrangienne,
la taille du filtre spatial est choisie suffisamment grande pour que les perturbations induites par une
particule ne modifient pas significativement le champ thermique dans son voisinage. Dans ce cas, le
champ de tempe´rature non-perturbe´ par la pre´sence de la particule T
(0)
β est assimile´ a` un champ de
tempe´rature moyenne T β . Ainsi, dans la description classique, la perturbation ge´ne´re´e par la pre´sence
d’autres particules n’est pas prise en compte dans l’e´change thermique Qβp.
Dans ce travail, la de´marche propose´e pour e´tablir les e´quations d’Euler-Lagrange macroscopiques est
base´e sur la de´composition de la tempe´rature de la phase continue, directement en une tempe´rature
moyenne´e T β et des fluctuations. Ensuite, les fluctuations sont exprime´es en fonction de tous les termes
source macroscopiques identifie´s dans son proble`me local, et ce, en tenant compte de toutes les parti-
cules pre´sentes dans le volume de prise de moyenne sur l’apparition des fluctuations. Par conse´quent,
des effets lie´s a` la pre´sence des autres particules sont pris en compte dans la mode´lisation des e´changes
thermiques entre la phase continue et la particule.
Meˆme s’il est encore pre´mature´ pour re´aliser une comparaison comple`te entre l’approche propose´e dans
ce travail et l’approche classique, le mode`le propose´ ici apparaˆıt cependant plus riche dans le sens ou` il
tient compte des effets de la pre´sence des autres particules dans la mode´lisation de Qβp. Par ailleurs,
dans le cas ou` les effets des autres particules sont ne´gligeables, l’e´change thermique macroscopique
Qβp peut s’e´crire sous une forme similaire a` l’approche classique :
Qβp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS + h∞p
(
T β |xp − Tp
)
+ h∗p ∗ ∂t
(
T β |xp − Tp
)
(2.3.85)
De plus, un lien entre les deux approches peut eˆtre re´alise´ en estimant les coefficients d’e´change ther-
mique h∞p et h
∗
p a` partir de la re´solution du proble`me de fermeture pour une cellule unitaire avec une
seule particule.
Il est important de rappeler, que le mode`le classique a e´te´ introduit, dans la litte´rature, avec les coef-
ficients effectifs comme des coefficients d’e´change thermique et les noyaux apparaissant dans le terme
e´change thermique instationnaire. Il est possible de de´terminer ces coefficients expe´rimentalement, ce-
pendant, cette approche peut s’ave´rer tre`s couˆteuse, complexe voire impossible a` imple´menter dans
certains cas de figure. Par conse´quent, les coefficients effectifs sont souvent extrapole´s des corre´lations
existantes e´tablies dans le cas d’une sphe`re isole´e dans un fluide infini. Dans le mode`le propose´, les
coefficients effectifs sont de´termine´s de manie`re purement the´orique a` partir des proble`mes de ferme-
ture. Cette the´orie ge´ne´ralise´e peut eˆtre utilise´e inde´pendamment de la nature des particules et de
leurs repre´sentation ge´ome´trique.
Comme nous l’avons signale´, le mode`le propose´ ainsi que le mode`le classique montrent un comporte-
ment transitoire a` travers les termes d’e´change instationnaire, ainsi ces mode`les inte`grent des infor-
mations lie´es aux effets d’histoire. Il est e´videmment tre`s couˆteux d’utiliser de tels mode`les et pour
e´viter un traitement aussi complexe, les effets d’histoire sont ge´ne´ralement ne´glige´s dans les mode`les
classiques devant la diffusion quasi-stationnaire si la taille des particules est beaucoup plus petite
que la dimension caracte´ristique de l’e´coulement [81]. On note que, sans faire d’hypothe`ses supple´-
mentaires, le mode`le propose´ avec les fermetures instationnaires de´ge´ne´rerait naturellement vers les
mode`les quasi-stationnaires.
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2.4 Comparaison the´orique avec l’approche classique
Nous nous inte´ressons, dans cette e´tude, a` la re´solution analytique des proble`mes de fermeture pour une
particule sphe´rique. Cela permet de de´terminer les coefficients d’e´change hp et h
∗
p et de les comparer
avec ceux utilise´s dans l’approche classique.
Pour cela, nous conside´rons, ici, une particule sphe´rique immobile dans une cellule unitaire repre´sen-
tative d’un milieu ayant une structure ge´ome´trique sphe´rique comme illustre´e sur la figure (2.2). Cette
cellule correspond a` la version sphe´rique de la cellule de Chang [19]. La simplicite´ ge´ome´trique de cette
cellule offre la possibilite´ de re´soudre analytiquement les proble`mes de fermeture et d’obtenir ainsi les
coefficients de transport du mode`le de manie`re analytique.
R rp
σ-phase
β-phase
Figure 2.2 – Cellule unitaire de Chang
La longueur caracte´ristique R de la cellule de Chang s’e´crit en fonction de la fraction volumique de la
phase continue et du rayon de la particule rp :
R =
rp
(1− αβ)1/3
(2.4.1)
Le proble`me e´tant suppose´ purement diffusif, les vitesses ne jouent aucun roˆle dans les proble`mes de
fermeture, le proble`me de fermeture quasi-stationnaire associe´ au variable de fermeture sp s’e´crit, en
coordonne´es sphe´riques, sous la forme :
Proble`me I pour s∞p :
λβ
1
r2
d
dr
(
r2
ds∞p
dr
)
− 1
αβV h
∞
p = 0 pour rp ≤ r ≤ R (2.4.2)
s∞p = 1 en r = rp (2.4.3)
ds∞p
dr
= 0 en r = R (2.4.4)
R∫
rp
4pir2s∞p dr = 0 (2.4.5)
ou´ :
h∞p =
∫
Ap
nβσ · λβ∇s∞p dS (2.4.6)
ou`, nous avons utilise´ la fonction de poids classique de´finie par Eq. (1.2.58). D’autre part, e´tant donne´
la syme´trie radiale de la cellule de Chang, la condition de pe´riodicite´ aux frontie`res de la cellule a e´te´
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remplace´e par la condition aux limites de Neumann Eq. (2.4.4). L’e´quation de transport de l’inconnue
de fermeture Eq .(2.4.2), fait intervenir le coefficient d’e´change comme terme source volumique. Ce
coefficient est de´fini par une inte´grale surfacique de la solution du proble`me Eq .(2.4.6). Ainsi, le
proble`me de fermeture se pre´sente sous la forme d’un syste`me d’e´quations inte´gro-diffe´rentiel.
Une de´marche a e´te´ propose´e pour re´soudre le syste`me analytiquement [104] : le coefficient d’e´change
est suppose´ connu dans un premier temps et le proble`me donne´ par les e´quations Eqs (2.4.2) a` (2.4.4)
est re´solu. On obtient donc l’inconnu de fermeture s∞p en fonction du coefficient d’e´change. Dans un
second temps, la condition de moyenne nulle Eq. (2.4.5) est utilise´e pour de´terminer le coefficient
d’e´change.
En suivant cette me´thodologie, le coefficient d’e´change h∞p s’e´crit :
h∞p =
10piα2βλβdp
9
(
1− (1− αβ)
1
3
)
− αβ (3 + αβ)
(2.4.7)
Pour un milieu tre`s dilue´ (i.e. αβ → 1), on obtient :
lim
αβ→1
h∞p = 2piλβdp (2.4.8)
Cette valeur est classiquement utilise´e pour mode´liser le coefficient d’e´change thermique entre la phase
continue au repos et une particule sphe´rique[89, 26]. Le coefficient d’e´change adimensionnalise´ par sa
valeur limite en milieu tre`s dilue´ est pre´sente´ sur la figure (2.3) en fonction de la fraction volumique
de la phase solide.
10−5 10−4 10−3 10−2
1
1.2
1.4
1.6
1.8
ασ = 1− αβ
h
∞ p
/
(2
pi
λ
β
d
p
)
proble`me de fermeture
approche classique
Figure 2.3 – Coefficient d’e´change adimensionnalise´
On peut remarquer que le coefficient propose´ dans le mode`le classique ne prend pas en compte l’effet
de la dilution, ce qui peut entraˆıner une sous-estimation de coefficient d’e´change.
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D’autre part, la de´marche suivie pour re´soudre analytiquement le proble`me de fermeture lie´ aux effets
d’histoire peut se re´sumer en trois e´tapes :
(i) - La premie`re e´tape consiste a` e´crire le proble`me de fermeture dans le domaine de Laplace en
utilisant la condition initiale s∗p(t = 0) = 0 :
(ρβcp)β
(
ξ{s∗p}+ s∞p
)
= λβ
1
r2
d
dr
(
r2
d{s∗p}
dr
)
− 1Vαβ {h
∗
p} pour rp ≤ r ≤ R (2.4.9)
{s∗p} = 0 en r = rp (2.4.10)
d{s∗p}
dr
= 0 en r = R (2.4.11)
R∫
rp
4pir2{s∗p}dr = 0 (2.4.12)
ou` :
{h∗p} = λβ
∫
sp
∇{s∗p} · nβσ dS (2.4.13)
ou` ξ est la variable de Laplace, {s∗p} et {h∗p} repre´sentent respectivement la transformation de
Laplace de s∗p et de h
∗
p.
(ii) - La deuxie`me e´tape est consacre´e a` la re´solution du proble`me de fermeture dans le domaine
de Laplace avec une me´thodologie similaire a` celle utilise´e pour la re´solution du proble`me de
fermeture quasi-stationnaire. En supposant dans un premier temps que {h∗p} est connu, on ob-
tient alors l’inconnue de fermeture en fonction de {h∗p}. Dans un deuxie`me temps, l’utilisation
de la relation entre {s∗p} et {h∗p} donne´e par l’e´quation (2.4.13) permet de de´terminer le coeffi-
cient d’e´change et l’inconnue de fermeture dans l’espace de Laplace. En raison de la complexite´
de la fonction {h∗p}, l’expression analytique ne peut pas eˆtre donne´e dans le domaine temps,
par conse´quent nous nous limiterons ici au milieu tre`s dilue´ et nous appliquerons la contrainte
αβ → 1 directement dans l’expression de {h∗p}.
(iii) - La troisie`me e´tape consiste a` appliquer la transforme´e de Laplace inverse au coefficient
d’e´change et a` l’inconnue de fermeture.
En suivant cette de´marche, le coefficient d’e´change lie´ aux effets d’histoire pour un milieu tre`s dilue´
s’e´crit :
h∗p =
piλβd
2
p√
λβ
(ρcp)β
pit
(2.4.14)
Les e´quations Eqs. (2.5.3), (2.4.8) et (2.4.14) conduisent a` la forme classique du flux de chaleur Qβp :
Qβp = −
∫
Ap
nβσ · λβ∇T β dS + 2piλβdp
(
T β − Tp
)
+ piλβd
2
p
t∫
0
d
(
T β |xp − Tp
)
dτ(
λβ
(ρβcp)β
pi (t− τ)
)1/2 dτ
(2.4.15)
On peut conclure que l’approche propose´e ici converge vers l’approche classique dans le cas limite
d’une particule isole´e dans un milieu infini. Toutefois, il faut noter que la tempe´rature moyenne et la
tempe´rature non perturbe´e n’ont pas la meˆme signification dans le cas ge´ne´rale. En effet, si on conside`re
une particule en oxydation au milieu d’autres particules inertes, la tempe´rature non perturbe´e par cette
particule est constante alors que la tempe´rature moyenne a` la position de la particule augmente.
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2.5 Re´sultats et discussion
L’objectif de cette section est d’e´valuer la validite´ de la description macroscopique propose´e et de la
comparer au mode`le classique sur des configurations simplifie´es du nuage de particules. Ces configu-
rations permettent d’obtenir des solutions de re´fe´rence en re´solvant nume´riquement le proble`me du
transfert de chaleur a` l’e´chelle micro et en moyennant ensuite les re´sultats pour obtenir les champs
des tempe´ratures a` l’e´chelle macroscopique. Cette approche nous permet de confronter le mode`le au
test le plus direct de la the´orie puisque les e´quations microscopiques Eqs. (2.1.1) a` (2.1.2) sont re´solues
directement.
Nous nous inte´resserons ici a` l’e´change de chaleur macroscopique, le syste`me illustre´ a` la figure (2.1) est
suppose´ infini dans toutes les directions, ainsi il n’y a pas de gradient de tempe´rature macroscopique.
De plus, comme nous l’avons mentionne´ dans l’introduction, nous nous inte´ressons a` un e´coulement
diphasique disperse´ dilue´ en re´gime laminaire avec une taille de particule ne de´passant pas 100 µm.
Par conse´quent, on supposera que la vitesse de la phase continue est uniforme et que les particules ont
la meˆme vitesse que la phase continue.
Avec la condition de non-glissement entre les deux phases, les particules peuvent eˆtre conside´re´es im-
mobiles dans le repe`re en mouvement et le terme convectif dans l’e´quation (2.3.82) peut eˆtre e´limine´.
Si nous adoptons ces simplifications, le proble`me macroscopique est 0D et les e´quations d’Euler-
Lagrange peuvent eˆtre e´crites dans le repe`re en mouvement.
αβ (ρβcp)β
dT β
dt
= − 1V
NV∑
p=1
Qβp (2.5.1)
(mcp)p
dTp
dt
= Qβp + Vpψp (2.5.2)
avec
Qβp =
NV∑
j=1
h∞pj
(
T β |xj − Tj
)
+
NV∑
j=1
h∗pj ∗ ∂t
(
T β − Tj
)
(2.5.3)
Comme indique´ pre´ce´demment, la validite´ du mode`le propose´ dans les deux applications sera abor-
de´e par des expe´riences nume´riques utilisant des calculs directs a` la micro-e´chelle comme solutions
de re´fe´rence. Dans la suite de cette section, ces simulations micro-e´chelle sont appele´es simulations
nume´riques directes (DNS).
Nous conside´rons deux e´tudes qui nous permettent de tester le comportement de la solution propose´e
pour les e´quations de couplage micro-macro. Dans la premie`re e´tude, nous avons conside´re´ un syste`me
microscopique qui correspond a` un milieu stratifie´ unidimensionnel pour lequel le proble`me de ferme-
ture et les e´quations macroscopiques sont re´solus de manie`re analytique. Cette e´tude nous permet de
tester la validite´ du mode`le et d’e´valuer l’approximation quasi-stationnaire. Dans la deuxie`me e´tude,
une micro-structure bidimensionnelle est conside´re´e pour e´valuer des versions simplifie´es de l’e´change
thermique. Dans cette e´tude, nous nous limitons a` l’approximation quasi-stationnaire et nous e´valuons
la validite´ d’une approximation diagonale de la matrice des coefficients d’e´change.
2.5.1 Evaluation de la fermeture quasi-stationnaire
Afin de tester la validite´ du mode`le propose´ et d’e´valuer la fermeture quasi-stationnaire, nous consi-
de´rons un milieu stratifie´ unidimensionnel constitue´ d’un arrangement pe´riodique de trois particules
de diame`tre dp spatialement se´pare´es d’une distance lβ .
Nous rappelons qu’e´tant donne´ que le syste`me illustre´ sur la figure (2.4) est infini dans toutes les
directions, il n’y a pas de gradients de tempe´rature moyenne, ce qui signifie que la tempe´rature ma-
croscopique ne de´pend que du temps (i.e. syste`me macroscopique 0D). La simplicite´ des syste`mes
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conside´re´s permet de re´soudre analytiquement les proble`mes de fermeture ainsi que les e´quations ma-
croscopiques.
2b 1 2
Figure 2.4 – Milieu stratifie´ 1D avec NV = 3
En pratique, le volume de prise de moyenne est conside´re´ pe´riodique [104] et compte tenu de la syme´-
trie du syste`me par rapport au centre de la particule 1, la matrice des coefficients d’e´change thermique
est syme´trique (i.e. h∞pj = h
∞
jp). De plus, la ge´ome´trie conside´re´e nous permet de de´terminer tous les
coefficients de la matrice a` partir de h∞11 et h
∞
12. Ces coefficients sont obtenus en re´solvant analytique-
ment les proble`mes de fermeture quasi-stationnaire dans l’annexe E.1.
D’autre part, afin de re´soudre analytiquement les e´quations macroscopiques, nous introduisons les
parame`tres sans dimension suivants :
∇ˆ = lβ∇ ; tˆ = λβ
l2β (ρcp)β
t ; ωˆp =
l2β
Trλβϕ
ωp ;
ϕ =
(ρcp)p
(ρcp)β
; hˆ∞pj =
l2β
λβV h
∞
pj ; Tˆη =
Tη − Tr
Tr
, avec η = β, k (2.5.4)
ou` Tr repre´sente la tempe´rature de re´fe´rence. Les e´quations macroscopiques adimensionnalise´es peuvent
eˆtre exprime´es avec une e´criture matricielle, sous la forme suivante :
d
dtˆ
[Tˆ ] = H∞ · [Tˆ ] + [ωˆ] (2.5.5)
ou` [Tˆ ] et [ωˆ] sont les matrices colonnes de´finissant respectivement les tempe´ratures et les termes
sources :
[Tˆ ] =

〈Tˆβ〉β
Tˆ1
Tˆ2
Tˆ2b
 ; [ωˆ] =

0
ωˆ1
ωˆ2
ωˆ2b
 (2.5.6)
H∞ = 3
ασϕ

−ασϕαβ hˆ∞
ασϕ
3αβ
hˆ∞ ασϕ3αβ hˆ
∞ ασϕ
3αβ
hˆ∞
hˆ∞ −hˆ∞11 −hˆ∞12 −hˆ∞12
hˆ∞ −hˆ∞12 −hˆ∞11 −hˆ∞12
hˆ∞ −hˆ∞12 −hˆ∞12 −hˆ∞11
 (2.5.7)
Une solution du syste`me d’e´quations diffe´rentielles peut eˆtre obtenue explicitement en utilisant l’ex-
ponentielle matricielle (cf. [84]) :
[Tˆ ](tˆ) =
 tˆ∫
0
exp (uH∞) du
 · [ωˆ] + etˆH∞ · [Tˆ0] (2.5.8)
ou` le vecteur [Tˆ0] repre´sente le vecteur des tempe´ratures a` l’e´tat initial (t
′ = 0). La matrice H∞ est
diagonalisable avec trois valeurs propres distinctes a0, a1 et a2 de´finies par :
{a0, a1, a2} = {0,−
3
(
hˆ∞11 − hˆ∞12
)
ασϕ
,−3hˆ∞
(
1
ασϕ
+
1
αβ
)
} (2.5.9)
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Nous appliquons successivement le the´ore`me de Cayley-Hamilton et la formule de Sylvester a` exp (uH∞)
(cf. [66, 29]), ainsi l’e´quation Eq. (2.5.8) peut eˆtre re´e´crite sous la forme suivante :
[Tˆ ](tˆ) = F0 · [Tˆ0]−
2∑
i=1
1
ai
Fi · [ωˆ] + F0 · [ωˆ]tˆ+
2∑
i=1
eai tˆFi ·
(
1
ai
[ωˆ] + [Tˆ0]
)
(2.5.10)
avec Fi le contravariant de Frobenius associe´ a` la matrice H∞, de´fini par :
Fi =
2∏
i=0, j 6=i
1
ai − aj (H
∞ − ajI) (2.5.11)
ou` I repre´sente la matrice identite´. D’autre part, les champs locaux obtenus par la re´solution directe
du proble`me a` l’e´chelle microscopique sont moyenne´s pour produire les valeurs de re´fe´rence. La com-
paraison entre les re´sultats the´oriques et nume´riques a e´te´ effectue´e pour les parame`tres typiques des
sce´narios d’explosion de poussie`res dans l’analyse de la suˆrete´ nucle´aire (Tab. 2.1), les re´sultats sont
reporte´s dans la figure (2.5).
Parame´trer
λσ
λβ
(ρcp)σ
(ρcp)β
ασ Tr ωˆ1 ωˆ2 ωˆ2b
Value 103 103 10−3 300 0 10 5
Table 2.1 – Parame`tres pour les expe´riences nume´riques
Ces re´sultats montrent que les valeurs the´oriques obtenues par le mode`le d’Euler-Lagrange avec la fer-
meture quasi-stationnaire sont en tre`s bon accord avec les expe´riences nume´riques, en particulier pour
des temps supe´rieurs a` 0, 5. Pour les temps courts (i.e. tˆ < 0.5), la` encore, on observe un bon accord
entre les expe´riences nume´riques et les re´sultats the´oriques pour la tempe´rature moyenne de la phase
continue, ainsi que la tempe´rature de la particule 2 et 2b. Cependant, la tempe´rature de la particule
inerte (particule 1) diminue initialement et ceci est clairement en contradiction avec les re´sultats des
expe´riences nume´riques et les principes physiques.
A l’aide du de´veloppement de Taylor au deuxie`me ordre au voisinage de t = 0 et la formule de Sylvester,
on peut montrer que :
[Tˆ ]tˆ'0 ' [Tˆ0] +
(
H∞ · [Tˆ0] + [ωˆ]
)
t+
1
2
H∞ ·
(
H∞ · [Tˆ0] + [ωˆ]
)
t2 (2.5.12)
Dans le cas ou` les tempe´ratures initiales sont nulles, l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
[Tˆ ]tˆ'0

0
ωˆ1
ωˆ2
ωˆ2b
 t+ 3ασϕ

ασϕ
3αβ
ĥ (ωˆ1 + ωˆ2 + ωˆ2b)
−
(
ĥ∞11ωˆ1 + ĥ
∞
12(ωˆ2 + ωˆ2b)
)
−
(
ĥ∞11ωˆ2 + ĥ
∞
12(ωˆ1 + ωˆ2b)
)
−
(
ĥ∞11ωˆ2b + ĥ
∞
12(ωˆ1 + ωˆ2)
)
 t2 (2.5.13)
On peut conclure que le mode`le quasi-stationnaire peut pre´dire des tempe´ratures ne´gatives pour les
particules inertes aux temps tre`s courts.
Afin de ve´rifier que l’erreur dans la valeur de la tempe´rature de la particule inerte est due aux effets
d’histoire qui sont ne´glige´s dans l’approximation quasi-stationnaire, nous conside´rons ici le mode`le
macroscopique avec la fermeture instationnaire.
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Figure 2.5 – Comparaison entre la solution de re´fe´rence et mode`le quasi-
stationnaire
Les proble`mes de fermeture des variables lie´s aux effets d’histoire sont re´solus analytiquement dans le
domaine de Laplace avec une me´thode similaire a` celle utilise´e pour les proble`mes de fermeture quasi-
stationnaire (cf. annexe E.1). D’autre part, le mode`le Euler-Lagrange avec la fermeture instationnaire
s’e´crit dans le domaine de Laplace sous la forme :
ξ[ ˆ{T}]− [Tˆ0] = ({H∞}+ ξ{H∗}) · [ ˆ{T}] + [ ˆ{ω}] (2.5.14)
ou` { } de´signe la variable transforme´e dans le domaine Laplace, et H∗ est de´fini par analogie avec
la matrice H∞, en utilisant les coefficients d’e´change thermique lie´s aux effets d’histoire. La solution
du syste`me d’e´quations line´aires Eq. (2.5.14) est simple et les tempe´ratures dans le domaine re´el sont
obtenues en utilisant l’algorithme nume´rique de Laplace inverse introduit par Stehfest [129]. Les re´-
sultats sont ainsi compare´s a` ceux des expe´riences nume´riques et a` ceux du mode`le avec la fermeture
quasi-stationnaire dans la figure (2.6). Cette figure montre que les re´sultats du mode`le avec la ferme-
ture instationnaire sont superpose´s a` ceux des expe´riences nume´riques. En ce qui concerne le mode`le
a` fermeture quasi-stationnaire, les tempe´ratures moyennes sont tre`s proches des deux re´sultats pre´ce´-
dents si tˆ < 0, 5 et les trois types de re´sultats convergent vers la meˆme solution si tˆ > 0, 5.
La comparaison entre les solutions the´oriques obtenues a` partir des e´quations d’Euler-Lagrange avec la
fermeture instationnaire et les valeurs de re´fe´rence obtenues a` partir de la solution microscopique pour
le syste`me e´tudie´ permet d’illustrer la capacite´ du mode`le a` pre´dire avec certitude les tempe´ratures
moyennes.
De plus, la comparaison entre le mode`le avec la fermeture quasi-stationnaire et les valeurs de re´fe´rence
montre que les pre´dictions de cette version simplificatrice du mode`le sont capables de pre´dire correc-
tement la tempe´rature moyenne lorsque la contrainte Eq. (2.3.34) est ve´rifie´e, ce qui signifie que les
effets de l’historique peuvent eˆtre ne´glige´s dans ce cas.
Dans l’e´tude suivante, on supposera que la contrainte de quasi-stationnarite´ est ve´rifie´e. Le mode`le
propose´ avec une fermeture quasi-stationnaire sera e´tudie´ pour une micro-structure bidimensionnelle,
et la validite´ d’une approximation diagonale de la matrice des coefficients d’e´change sera teste´e.
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Figure 2.6 – Comparaison entre la solution de re´fe´rence, le mode`le quasi-
stationnaire et le mode`le complet
2.5.2 Evaluation de l’approximation diagonale de la matrice des coefficients
d’e´change
Nous conside´rons, dans cette partie, une micro-structure bidimensionnelle Fig.(2.7). La validite´ du
mode`le macroscopique propose´ ainsi que l’approximation diagonale Eq. (2.3.85) sont e´value´es pour la
fermeture quasi-stationnaire. Nous notons ici que le gradient de tempe´rature moyen est nul et cela
signifie que :
T β |xj = T β |xp (2.5.15)
Dans ce cas, l’e´change quasi-stationnaire peut s’e´crire sous la forme :
Qβp = h
∞
p
(
T β |xp − Tp
)
+
NV∑
j=1
h∞pj (Tj − Tp) , avec h∞p =
NV∑
j=1
h∞pj (2.5.16)
ou` h∞p correspond au coefficient lumped de la matrice h
∞
pj . Dans ce cas, l’approximation diagonale la
plus simple consiste a` ne´gliger les e´changes entre les particules et approximer le coefficient d’e´change
entre la phase continue et la particule p par le coefficient lumped.
Par ailleurs, le coefficient h∞p peut eˆtre obtenu a` partir de la re´solution du proble`me de fermeture
sur une cellule unitaire lorsque la micro-structure est pe´riodique dans toutes les directions (cf. annexe
E.2).
Les coefficients d’e´change apparaissant dans les e´quations macroscopiques sont de´termine´s a` partir de
la re´solution des proble`mes de fermeture sur des cellules repre´sentatives du milieu. Ces cellules doivent
contenir le plus d’information possible relative a` la structure du milieu e´tudie´ pour repre´senter le plus
parfaitement possible le syste`me re´el, il faut donc utiliser des cellules comportant plusieurs particules.
Avant d’e´tudier ces types de cellule, nous nous inte´ressons, dans un premier temps, a` des cellules
unitaires, ces cellules permettent d’obtenir des estimations du coefficient lumped.
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Figure 2.7 – Micro-structure bidimensionnel
Cellules unitaires Nous nous inte´ressons plus particulie`rement a` la cellule unitaire pe´riodique
2D et a` la cellule de Chang (Fig. (2.8)), cette dernie`re permet d’obtenir une expression analytique
coefficient d’e´change h∞p . Afin de de´velopper une correspondance entre les cellules [110], les fractions
volumiques est identique, ce qui conduit a` la relation suivante :
piR2 = l2β (2.5.17)
Etant donne´ la syme´trie radiale, la condition de pe´riodicite´ est remplace´e par une condition de syme´trie
pour la cellule de Chang (cf. 2.5.1). En suivant les meˆme me´thode utilise´es pour re´soudre le proble`me
de fermeture dans le cas sphe´rique, le coefficient lumped pour une ge´ome´trie 2D, s’e´crit :
h∞p
λβdp
= − 4piα
2
β
αβ (2 + αβ) + 2 log (1− αβ) (2.5.18)
D’autre part, le proble`me de fermeture doit eˆtre re´solu nume´riquement sur la cellule pe´riodique. Une
des principales difficulte´s associe´es a` cette re´solution provient de la nature inte´gro-diffe´rentielle. Pour
cela, nous avons suivi la me´thodologie e´tablie par Quintard et al. [102, 104], qui consiste a` introduire
un changement de variable permettant de s’affranchir du caracte`re inte´gro-diffe´rentiel du proble`me de
fermeture (cf. annexe E.3).
Dans la figure (2.8), sont compare´s l’expression analytique du coefficient lumped obtenue a` partir de
la cellule de Chang et les re´sultats nume´riques obtenus a` partir de la cellule pe´riodique. Ces re´sultats
montrent un bon accord entre la solution analytique et la solution nume´rique, en particulier pour les
faibles valeurs de ασ qui constituent le domaine d’inte´reˆt.
Arrangement pe´riodique Dans cette partie, nous nous inte´ressons a` une cellule repre´sentative
d’un milieu microscopique qui correspond a` un arrangement pe´riodique de cylindres (Fig. (2.7)). Le
milieu est suppose´ infini dans toutes les directions et homoge`ne dans la direction y. Par conse´quent,
l’e´tude peut eˆtre limite´e a` une seule ligne de particules. Par ailleurs, la syme´trie du syste`me par rap-
port au centre de la particule 1 permet d’obtenir tous les coefficients d’e´change a` partir des coefficients
h∞11, h
∞
12, · · ·h∞1N (cf. 2.5.1).
Nous nous inte´ressons aux me´langes dilue´s gaz-particules ou` la fraction volumique de la phase disperse´e
ne de´passe pas 10−3. Les coefficients d’e´change sont calcule´s pour cette valeur limite et pour un nombre
de particules par ligne de 1 a` 13. Les valeurs obtenues sont reporte´es dans le tableau 2.2. Comme
vu pre´ce´demment, on remarque que le coefficient lumped h∞p ne de´pend pas de NV puisqu’il peut
eˆtre obtenu a` partir d’une cellule unitaire. D’autre part, ces re´sultats montrent que les coefficients
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Figure 2.8 – Comparaison entre la cellule de Chang et la cellule pe´riodique
NV
h∞11
λβdp
h∞12
λβdp
h∞13
λβdp
h∞14
λβdp
h∞15
λβdp
h∞16
λβdp
h∞17
λβdp
h∞p
λβdp
1 1.163 1.163
3 0.881 0.141 1.163
5 0.746 0.029 0.180 1.163
7 0.681 −0.035 0.123 0.155 1.163
9 0.644 −0.072 0.086 0.120 0.127 1.163
11 0.620 −0.095 0.062 0.096 01040 0.105 1.163
13 0.604 −0.112 0.046 0.080 0.088 0.089 0.090 1.163
Table 2.2 – Coefficients d’e´change thermique pour ασ = 10
−3 et diffe´rentes
valeurs de NV
non-diagonaux de la matrice sont ge´ne´ralement ne´gligeables devant le coefficient lumped et que les
coefficients diagonaux hpp sont du meˆme ordre de grandeur que hp.
De la meˆme manie`re que l’e´tude pre´ce´dente, les re´sultats the´oriques sont obtenus a` partir de la re´solu-
tion analytique des e´quations macroscopiques a` partir de la me´thode de´taille´e dans l’e´tude pre´ce´dente
et des coefficients d’e´change donne´s dans le tableau 2.2.
Les re´sultats de re´fe´rence sont obtenus a` partir de la re´solution directe du proble`me a` l’e´chelle micro-
scopique avec les parame`tres physiques utilise´s pre´ce´demment (tableau 2.1).
On note ici que, dans le cas ou` il y n’a pas de diffe´rence de tempe´rature entre les particules, le mode`le
complet est formellement e´quivalent a` l’approximation lumped (cf. Eq. (2.5.16)). Afin de tester cette
approximation, nous imposons un terme source de ωˆ1 = 78 dans la particule 1, les autres particules
restent inertes. Dans un premier temps, nous conside´rons un arrangement a` trois particules, les re´sultats
du mode`le quasi-stationnaire ainsi que le mode`le quasi-stationnaire lumped sont compare´s aux re´sultats
de re´fe´rence dans la figure (2.9). Comme dans l’e´tude pre´ce´dente, les valeurs obtenues par le mode`le
quasi-stationnaire sont en tre`s bon accord avec les valeurs de re´fe´rence en particulier pour des temps
supe´rieurs a` 3. Ceci est en parfaite concordance avec la condition Eq. (2.3.34).
En ce qui concerne l’approximation lumped, la figure montre un bon accord entre la tempe´rature
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moyenne´e T β obtenue a` partir de la solution de re´fe´rence et celle pre´dite par l’approximation. Cepen-
dant, l’approximation lumped semble sous-estimer la diffe´rence de tempe´rature entre les particules et
la phase continue.
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Figure 2.9 – Comparaison des re´sultats de la solution de re´fe´rence avec
celles du mode`le macroscopique quasi-stationnaire et de l’approximation lumped
quasi-stationnaire - NV = 3
Afin d’obtenir plus d’informations sur la validite´ de l’approximation pour un e´cart de tempe´rature
plus grand entre les particules, nous e´tendons le cas pre´ce´dent a` 7 particules dans le volume de prise
de moyenne ou` seule la particule 1 est active. La` encore, les re´sultats rapporte´s dans la figure (2.10)
montrent qu’un bon accord entre le mode`le macroscopique quasi-stationnaire et les re´sultats de re´fe´-
rence est obtenu, a` condition que le temps adimensionnel soit suffisamment grand , typiquement tˆ > 8.
En ce qui concerne l’approximation lumped, un bon accord avec la solution de re´fe´rence est e´galement
observe´ pour la tempe´rature moyenne T β . Par contre, l’approximation lumped pre´dit la meˆme tem-
pe´rature pour les particules 2, 3 et 4. Ces tempe´ratures sont tre`s proches de la tempe´rature moyenne
de la phase continue T β et ceci est clairement en contradiction avec les re´sultats des expe´riences nu-
me´riques. De plus, cette approximation sous-estime l’e´cart de tempe´rature entre la phase continue et
la particule active. On peut conclure que l’approximation lumped a conduit a` surestimer les transferts
entre la phase continue et les particules.
On note ici que d’autres approximations diagonales peuvent eˆtre de´finies. Par exemple, le coefficient de
lumped peut eˆtre remplace´ par le coefficient diagonal h∞pp. Dans ce cas, les re´sultats sont rapporte´s dans
la figure (2.11). Ces re´sultats montrent une ame´lioration de la capacite´ de l’approximation diagonale a`
pre´dire les tempe´ratures de re´fe´rence. Cependant, il faut noter que contrairement au coefficient lumped,
le coefficient diagonal de´pend du nombre de particules dans le volume de prise de moyenne. De ce fait,
il ne peut pas eˆtre estime´ a` partir d’une cellule unitaire.
68
2.5. Re´sultats et discussion
0 2 4 6 8 10
0
20
40
60
80
100
120
140
tˆ
〈Tˆ β
〉β
,Tˆ
p
〈Tˆβ〉β - DNS
〈Tˆβ〉β - quasi-steady
〈Tˆβ〉β - quasi-steady lumped
Tˆ1 - DNS
Tˆ1 - quasi-steady
Tˆ1 - quasi-steady lumped
Tˆ2 - DNS
Tˆ2 - quasi-steady
Tˆ2 - quasi-steady lumped
Tˆ3 - DNS
Tˆ3 - quasi-steady
Tˆ3 - quasi-steady lumped
Tˆ4 - DNS
Tˆ4 - quasi-steady
Tˆ4 - quasi-steady lumped
Figure 2.10 – Comparaison des re´sultats de la solution de re´fe´rence avec
celles du mode`le macroscopique quasi-stationnaire et de l’approximation lumped
quasi-stationnaire - NV = 7
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Figure 2.11 – Comparaison des re´sultats de la solution de re´fe´rence avec celles
du mode`le macroscopique quasi-stationnaire et de l’approximation diagonale
quasi-stationnaire - NV = 7
2.5.3 Discussion
Les applications pre´sente´es dans cette partie ont contribue´ a` la compre´hension des caracte´ristiques
importantes du mode`le propose´. Dans un premier temps, le mode`le complet a pre´dit les tempe´ra-
tures macroscopiques exactes obtenues a` partir des expe´riences nume´riques pour une micro-structure
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unidimensionnelle avec trois particules dans le volume de prise de moyenne ce qui illustre le bon
comportement du mode`le propose´. D’un point de vue pratique, l’utilisation d’une fermeture instation-
naire implique des termes d’histoire qui ne´cessitent des ressources informatiques conside´rables, ainsi
l’approximation quasi-stationnaire a e´te´ teste´e. Les e´tude re´alise´es dans les parties 2.5.1 et 2.5.2 ont
montre´ que les tempe´ratures moyennes pre´dites par cette version simplifie´e du mode`le convergeaient
vers la solution exacte. Ce re´sultat illustre le bon comportement du mode`le propose´ avec la fermeture
quasi-stationnaire lorsque la contrainte Eq. (2.3.34) est ve´rifie´e.
Dans un deuxie`me temps, e´tant donne´ que la prise en compte des e´changes entre les particules dans
le mode`le augmente non seulement le nombre de coefficients effectifs a` de´terminer mais e´galement
la complexite´ du mode`le. Dans ce contexte, la validite´ de l’approximation diagonale de la matrice
d’e´change a e´te´ e´tudie´e. L’utilisation de cette approximation simplifie conside´rablement le mode`le
puisque le coefficient lumped peut eˆtre obtenu a` partir d’une cellule unitaire avec une particule isole´e,
ce qui est e´quivalent a` la me´thode utilise´e dans les approches classiques. De plus, cette approximation
est formellement e´quivalente au mode`le macroscopique complet lorsque les diffe´rences de tempe´rature
entre les particules peuvent eˆtre ne´glige´es. La version simplifie´e du mode`le a e´te´ teste´e dans le cas
d’un syste`me bidimensionnel a` l’e´chelle microscopique, et cette e´tude a montre´ que cette version du
mode`le est capable de pre´dire la tempe´rature moyenne de la phase continue. Cependant, elle est moins
satisfaisante pour pre´dire les tempe´ratures des particules, ce qui est duˆ au fait que l’e´change entre les
particules est ne´glige´ dans ces approximations.
2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, une me´thode alternative a e´te´ propose´e pour de´river un mode`le macroscopique
d’Euler-Lagrange de´crivant le transfert de chaleur dans un me´lange dilue´ gaz-particules. Le change-
ment d’e´chelle a e´te´ effectue´ a` partir de la technique de prise de moyenne volumique. Une relation de
fermeture instationnaire des e´quations macroscopiques a e´te´ propose´e a` partir de l’analyse des carac-
te´ristiques microscopiques. Cette analyse a e´te´ re´alise´e a` partir du proble`me local pour les fluctuations
et sous l’hypothe`se classique de se´paration des e´chelles. La forme ferme´e des e´quations macroscopiques
a e´te´ obtenue avec des proprie´te´s effectives qui de´pendent du temps, et suite a` la de´composition des
coefficients effectifs, en une contribution quasi-stationnaire et une contribution lie´e aux effets de me´-
moire, les termes d’histoire ont e´te´ exhibe´s explicitement.
Le mode`le macroscopique complet obtenu posse`de une forme similaire au mode`le classique dans le
sens ou` la phase continue est de´crite de fac¸on eule´rienne, la phase disperse´e de fac¸on lagrangienne
et les e´changes entre les deux phase sont mode´lise´e. En revanche, le mode`le comprend des termes de
transport non-classiques, ces termes ont e´te´ analyse´s et une version simplifie´e du mode`le a e´te´ propose´e.
A la suite des ces simplifications, la principale diffe´rence entre le mode`le propose´ et le mode`le classique
re´side dans la pre´sence des termes supple´mentaires impliquant des e´changes entre les particules dans
l’e´change thermique macroscopique entre la phase continue et la particule. D’autre part, dans le mo-
de`le propose´, les coefficients d’e´change sont fonction du taux de dilution et sont de´termine´s de manie`re
purement the´orique a` partir des proble`mes de fermeture. Sous l’hypothe`se de se´paration d’e´chelle,
ces derniers peuvent eˆtre re´solus sur une cellule unitaire repre´sentative du milieu. D’autre part, deux
versions simplifie´es du mode`le ont e´te´ propose´es. La version quasi-stationnaire vers laquelle le mode`le
instationnaire de´ge´ne`re naturellement aux temps longs et la version diagonale qui permet d’e´tablir un
lien direct avec le mode`le classique.
Les e´tudes analytiques et nume´riques re´alise´es dans la dernie`re partie ont permis de valider le mode`le
propose´ et de discuter de la validation de la version quasi-stationnaire et diagonale du mode`le. A l’issue
de ces e´tudes, nous avons montre´ une e´quivalence formelle entre l’approche propose´e et l’approche
classique dans le cas limite d’une particule isole´e dans un milieu infini. Nous avons ensuite mene´ des
expe´riences nume´riques en comparant la solution pre´dite par le mode`le a` celle obtenue par la re´solution
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directe du proble`me a` l’e´chelle microscopique. Ces expe´riences ont montre´ que le mode`le complet pre´dit
exactement les meˆmes tempe´ratures macroscopiques que la solution de re´fe´rence. De plus, ces re´sultats
ont illustre´ le bon comportement de la version quasi-stationnaire du mode`le.
Enfin, l’approximation diagonale a e´te´ teste´e et les re´sultats obtenus montrent que la version simplifie´e
du mode`le est capable de pre´dire correctement la tempe´rature moyenne de la phase continue. En re-
vanche, cette approximation surestime les e´changes entre la phase continue et les particules en pre´sence
d’un grand e´cart de tempe´rature entre les particules. Cette situation concerne particulie`rement les par-
ticules pre´sentes dans le front de flamme ou` le gradient de la tempe´rature dans cette zone entraˆıne un
grand e´cart de tempe´rature entre les particules. Pour les raisons pratiques de´taille´es pre´ce´demment, les
e´changes entre les particules seront suppose´s ne´gligeables dans la suite de ce travail et l’approximation
lumped sera adopte´e. L’inte´reˆt de cette approximation par rapport a` l’approche classique est que les
coefficients d’e´change sont une fonction du taux de dilution.
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Ce chapitre pre´sente le de´veloppement du mode`le macroscopique pour la description des transferts
de masse associe´s a` la combustion des particules de carbone en utilisant la me´thode de prise de
moyenne volumique. A l’instar du chapitre pre´ce´dent, nous supposons ici que le transfert massique
peut eˆtre de´couple´ du transfert thermique ainsi que de l’e´coulement diphasique. Ainsi, les tempe´ratures
et les vitesses sont suppose´es eˆtre des champs connus. Nous supposons e´galement que les proprie´te´s
physiques comme la masse volumique et les coefficients de diffusion de la phase continue ne varient
pas significativement dans le volume de prise de moyenne.
Nous commenc¸ons par pre´senter le proble`me a` l’e´chelle locale en de´crivant le mode`le re´actif associe´
a` l’oxydation de la particule de carbone dans la gamme des diame`tres qui nous inte´ressent. Nous
de´taillons ensuite le changement d’e´chelle permettant d’e´tablir les e´quations macroscopiques. La fer-
meture du mode`le macroscopique est base´e sur une repre´sentation quasi-stationnaire des fluctuations.
La version de´finitive du mode`le macroscopique obtenu dans ce travail est similaire au mode`le macrosco-
pique Euler-Lagrange classique. En revanche, le mode`le prend en compte les effets du taux de dilution
sur les e´changes entre les deux phases. D’un point de vue pratique, cette approche a pour avantage
d’estimer les coefficients effectifs de transport macroscopique a` partir des proble`mes de fermeture.
Ces derniers feront l’objet d’une re´solution analytique pour une particule de carbone se de´plac¸ant a`
72
3.1. Proble`me a` l’e´chelle locale
la meˆme vitesse que la phase continue. Les re´sultats macroscopiques obtenus permettront de valider
l’approche propose´e.
3.1 Proble`me a` l’e´chelle locale
3.1.1 Mode`le re´actif des particules de carbone
Nous conside´rons les particules de carbone comme e´tant sphe´riques, rigides avec une surface non
poreuse. Par conse´quent, le processus de combustion se de´roule sur la surface externe de la particule
[5, 72]. La combustion du carbone a e´te´ le centre d’un grand nombre d’e´tudes [4, 17, 92]. Dans le
cas ou` la particule de carbone est expose´e a` un me´lange de gaz oxyge`ne-azote contenant une petite
quantite´ d’humidite´, les re´actions he´te´roge`nes suivantes sont souvent conside´re´es dans la litte´rature
[17, 79, 80, 134] :
R1 2C(s) +O2(g) → 2CO(g) (3.1.1)
R′1 C(s) +O2(g) → CO2(g) (3.1.2)
R2 C(s) + CO2(g) → 2CO(g) (3.1.3)
Les re´actions pre´ce´dentes sont ge´ne´ralement couple´es avec une re´action homoge`ne en phase gazeuse
produisant le dioxyde de carbone :
H 2CO(g) +O2(g) → 2CO2(g) (3.1.4)
En fonction de la vitesse d’oxydation de CO(g), on peut identifier deux mode`les limites. D’une part,
le mode`le a` film unique Fig. (3.1), valable dans le cas ou` la re´action homoge`ne est infiniment lente
devant la diffusion des espe`ces dans la couche limite, c’est-a`-dire que le nombre de Damko¨hler DaH
qui compare la vitesse de re´action homoge`ne a` la vitesse de diffusion est ne´gligable devant 1. D’autre
part, le mode`le a` double film Fig. (3.2) dans le cas ou` la re´action homoge`ne est infiniment rapide [54]
(i .e. DaH  1).
— Le mode`le a` film unique propose´ initialement par Nusselt [17] suppose que la re´action homoge`ne(
2CO(g) +O2(g) → 2CO2(g)
)
est infiniment lente. La re´action dans la phase continue peut alors
eˆtre conside´re´e comme gele´e au voisinage de la particule. L’oxydation du carbone est controˆle´e
par la diffusion d’oxyge`ne a` travers un film stationnaire a` la surface de la particule de carbone
ou` il re´agit pour former le CO(g) et/ou CO2(g) [17, 61]. Pour des tempe´ratures au-dessus de
1273 K, le produit principal de la re´action est le CO(g) [3, 76].
Re´action he´te´roge`ne
R1 2C(s) +O2(g) → 2CO(g)
R′1 C(s) +O2(g) → CO2(g)
Diffusion de O2
Couche limite externe
C(s)
O2(g)
CO(g)
CO2(g)
Figure 3.1 – Mode`le a` film unique
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— Le mode`le a` double film propose´ par Burke et Schuman [17] suppose que le carbone re´agit a` la
surface avec CO2(g) selon la re´action he´te´roge`ne
(
C(s) + CO2(g) → 2CO(g)
)
. Le CO(g) produit
est bruˆle´ dans un front de flamme mince dans la couche limite avec une re´action he´te´roge`ne
infiniment rapide
(
2CO(g) +O2(g) → 2CO2(g)
)
[54]. L’oxyge`ne n’atteint pas la surface du car-
bone et aucun CO(g) n’atteint le bord externe de la couche limite [17, 61].
Re´action he´te´roge`ne
R2 2C(s) + CO2(g) → 2CO(g)
Re´action homoge`ne
H 2CO(g) +O2(g) → 2CO2(g)
Couche limite externe
CO(g)
C(s)
O2(g)
CO2(g)
Figure 3.2 – Mode`le a` double film
La diffe´rence entre ces deux mode`les re´side dans l’endroit ou` se produit l’oxydation de CO(g) et dans
la nature de la flamme. Pour le mode`le a` film unique, le CO(g) bruˆle dans une flamme de pre´-me´lange
en dehors de la couche limite. Dans le cas du mode`le a` double film, il bruˆle dans la couche limite dans
une flamme de diffusion. On observe ge´ne´ralement que les grandes particules (rp > 2 mm) bruˆleront
selon le mode`le du double film, alors que de petites particules (rp < 100 µm) satisferont le mode`le a`
film unique [2, 17]. Comme il est question des risques d’explosion des poussie`res dans les installations
nucle´aires ou` la taille des particules ne de´passe pas 100 µm, nous nous inte´resserons dans la suite de
ce chapitre aux mode`les a` film unique. De plus, nous conside´rons que la tempe´rature au voisinage des
particules est assez e´leve´e pour que leur oxydation produise essentiellement du monoxyde de carbone
suivant la re´action R1.
3.1.2 Equations de transport a` l’e´chelle locale
Pour un me´lange gazeux constitue´ de Ne espe`ces chimiques dans la phase continue β et une seule espe`ce
(s) dans la phase disperse´e σ, les transferts de masse en chaque point sont gouverne´s par l’e´quation de
transport d’espe`ce k dans la phase continue et les e´quations de conservation de la masse pour chaque
phase :
∂t (ρβYβ,k) +∇ · (ρβYβ,kuβ) = ∇ · (ρβDβ,k∇Yβ,k) + .ωβ,k dans Ωβ (3.1.5)
∂tρβ +∇ · (ρβuβ) = 0 dans Ωβ (3.1.6)
∂tρσ +∇ · (ρσuσ) = 0 dans Ωσ (3.1.7)
ou` Yβ,k, Dβ,k et
.
ωβ,k repre´sentent respectivement la fraction massique, le coefficient de diffusion mas-
sique et le taux de la re´action homoge`ne H de l’espe`ce k dans la phase β. uη et ρη sont respectivement
la vitesse et la masse volumique de la phase η (= β, σ). Les e´quations de transport locales pre´ce´dentes
sont comple´te´es par les conditions de saut aux interfaces :
−nβσ · ((ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k)) = $k sur Aβσ (3.1.8)
nβσ · (ρσ (uσ −w)) = $s sur Aβσ (3.1.9)
nβσ · (ρβ (uβ −w)) = nβσ · (ρσ (uσ −w)) sur Aβσ (3.1.10)
ou` nβσ est la normale sortante de la phase β vers la phase σ, w la vitesse de de´placement de l’interface
Aβσ et $k le taux surfacique de re´action he´te´roge`ne R1. Afin de comple´ter le proble`me local, les
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e´quations de transport ainsi que les conditions aux interfaces doivent eˆtre comple´te´es par des condi-
tions initiales et des conditions aux limites en entre´e et en sortie du milieu conside´re´. Cependant, ces
conditions ne sont ge´ne´ralement connues qu’en grandeurs macroscopiques, il n’est pas donc ne´cessaire
de les de´tailler a` ce stade (cf. section 2.1).
Fermeture du taux de re´action homoge`ne On rappelle que la combustion dans la phase
continue peut eˆtre mode´lise´e par une re´action globale irre´versible. La re´action homoge`ne
.
ωβ,k de
l’espe`ce k, s’e´crit :
.
ωβ,k = Wkνβ,kK
f
Ne∏
i=1
(
ρβYβ,i
Wk
)νβ,k
(3.1.11)
ou` Wk est la masse molaire, νβ,k le coefficient stœchiome´trique de l’espe`ce k associe´ a` la re´action
homoge`ne et Kf le taux de re´action directe, mode´lise´ par la loi empirique d’Arrhenius :
Kf = CfT
nβ
β exp
(
−Ta
Tβ
)
(3.1.12)
ou` Cf est la constante pre´-exponentielle, nβ l’exposant de tempe´rature Tβ et Ta la tempe´rature d’ac-
tivation.
Fermeture du taux surfacique de la re´action he´te´roge`ne Pour la fermeture du taux
surfacique de la re´action he´te´roge`ne R1, nous adopterons une fermeture du premier ordre par rapport
a` l’oxyge`ne [49, 79]. Ainsi, le taux surfacique de la re´action $k associe´ a` la re´action he´te´roge`ne R1 est
de´fini pour chaque espe`ce k par :
$k = νσ,kWkψ (Tσ)Yβ,O2 (3.1.13)
ou` νσ,k est le coefficient stœchiome´trique de l’espe`ce k associe´ a` la re´action he´te´roge`ne, Yβ,O2 la fraction
massique de l’oxyge`ne et ψ le taux net d’avancement de la re´action he´te´roge`ne qui ne de´pend que de
la tempe´rature de la phase σ a` l’interface Aβσ :
ψ (Tσ) = B exp
(
−Ta
Tσ
)
(3.1.14)
ou` B est la constante pre´-exponentielle associe´e a` la re´action he´te´roge`ne, Ta la tempe´rature d’activation
et Tσ la tempe´rature de la phase disperse´e.
3.2 Changement d’e´chelle
3.2.1 Equations de transport a` e´chelle macroscopique
L’objectif de ce paragraphe est d’obtenir une description macroscopique Euler-Lagrange des transferts
massiques a` partir de la me´thode de la prise de moyenne volumique. Pour obtenir l’e´quation d’e´volution
de la masse mp d’un particule p, nous inte´grons l’e´quation Eq. (3.1.7) sur le volume Vp de la particule
p et nous utilisons le the´ore`me de transport de Reynolds et de la divergence :
d
dt
∫
Vp
ρσ dV =
∫
Ap
nβσ · (ρβ (uσ −w)) dS (3.2.1)
En utilisant la condition de saut Eq. (3.1.9), l’e´quation de conservation de la masse pour chaque
particule p peut s’e´crire sous la forme :
.
mp =
dmp
dt
=
∫
Ap
$s dS (3.2.2)
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En introduisant l’expression du taux net d’avancement de la re´action he´te´roge`ne, donne´e par l’e´quation
Eq. (3.1.13), on obtient :
.
mp = νσ,sWs
∫
Ap
ψ (Tσ)Yβ,O2 dS (3.2.3)
Rappelons que la conductivite´ thermique de la phase disperse´e est beaucoup plus grande que la conduc-
tivite´ thermique de la phase continue et que le gradient de tempe´rature a` l’inte´rieur de la particule peut
eˆtre ne´glige´. Dans ces conditions, la tempe´rature a` la surface de la particule p peut eˆtre assimile´e a` la
tempe´rature moyenne Tp de la particule p de´finie par la relation Eq. (2.2.3), ainsi l’e´quation pre´ce´dente
peut s’e´crit :
.
mp = νσ,sWsψ (Tp)
∫
Ap
Yβ,O2 dS (3.2.4)
En introduisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour la fraction massique, l’e´qua-
tion de conservation de la masse pour chaque particule p s’e´crit finalement :
.
mp = νσ,sWsψ (Tp)
∫
Ap
(
Y β,O2 + Y
′
β,O2
)
dS (3.2.5)
Afin de de´terminer les e´quations macro eule´riennes, nous suivons la meˆme me´thodologie utilise´e dans
la chapitre pre´ce´dente, laquelle consiste a` e´tendre les e´quations Eqs. (3.1.5) et (3.1.6) valable dans le
domaine Ωβ a` l’ensemble du domaine Ω = Ωβ
⋃
Ωσ. Ces e´quations sont multiplie´es par la fonction
caracte´ristique γβ et les proprie´te´s Eqs. (1.2.49) a` (1.2.52) sont utilise´es. Ensuite, elles sont moyenne´es
spatialement sur le volume de prise de moyenne et en utilisant la commutativite´ de l’ope´rateur de
moyenne avec les ope´rateurs diffe´rentiels, les e´quations macroscopiques de transport d’espe`ce k et de
conservation de la masse dans la phase β s’e´crivent :
∂t
(
αβρβY β,k
)
+∇ · (〈γβρβYβ,kuβ〉) = 〈∇ · (γβρβDβ,k∇Yβ,k)〉+ αβ .ωβ,k (3.2.6)
−〈nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) δβσ〉
∂tαβρβ +∇ · (αβρβuβ) = −〈nβσ · (ρβ (uβ −w)) δβσ〉 (3.2.7)
Dans les e´quations pre´ce´dentes, nous avons fait l’hypothe`se que la masse volumique dans la phase
continue ne varie pas significativement a` l’inte´rieur du volume de prise de moyenne. Il faut noter que
si la masse volumique est suppose´e constante dans le volume de prise de moyenne, cela ne signifie pas
qu’elle le reste a` l’e´chelle macroscopique [142].
En utilisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour la vitesse et la fraction massique
de l’espe`ce k dans la phase continue, le terme convectif dans l’e´quation Eq. (3.2.6) devient :
∇ · (〈γβρβYβ,kuβ〉) = ∇ ·
(
αβρβY β,kuβ
)
+∇ ·
(
αβρβY ′β,ku
′
β
)
(3.2.8)
En suivant le meˆme de´veloppement que pour l’e´quation (2.2.15), le premier terme du second membre
de l’e´quation Eq. (3.2.6) peut s’e´crire sous la forme :
〈∇ · (γβρβDβ,k∇Yβ,k)〉 = ∇ ·
(
αβρβDβ,k∇Y β,k + ρβDβ,k〈nβσY ′β,kδβσ〉
)
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En regroupant les relations Eqs. (3.2.6) a` (3.2.9), les e´quations de transport des espe`ces et les e´quations
de conservation de la masse dans la phase continue s’e´crivent :
∂t
(
αβρβY β,k
)︸ ︷︷ ︸
accumulation
+∇ · (αβρβY β,kuβ)︸ ︷︷ ︸
convection
= ∇ · (αβρβDβ,k∇Y β,k + ρβDβ,k〈nβσY ′β,kδβσ〉)︸ ︷︷ ︸
diffusion
−〈nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) δβσ〉︸ ︷︷ ︸
e´change interfacial
+ αβ
.
ωβ,k︸ ︷︷ ︸
re´action homoge`ne
−∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
︸ ︷︷ ︸
dispersion
(3.2.9)
∂t (αβρβ)︸ ︷︷ ︸
accumulation
+∇ · (αβρβuβ)︸ ︷︷ ︸
convection
= −〈nβσ · (ρβ (uβ −w)) δβσ〉︸ ︷︷ ︸
e´change interfacial
(3.2.10)
La prise de moyenne volumique aux e´quations locales entraˆıne l’apparition d’un terme des e´changes aux
interfaces et d’un taux de re´action filtre´
.
ωβ,k. Les termes d’e´changes aux interfaces dans les e´quations
pre´ce´dentes peuvent eˆtre exprime´s en fonction du taux de consommation de la particule. En utilisant
les de´veloppements de´taille´s dans le paragraphe 1.3, les e´changes aux interfaces de l’espe`ce k entre la
phase continue et la phase disperse´e dans l’e´quation Eq. (3.2.9), peuvent s’e´crire :
−〈nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) δβσ〉
= −
NV∑
p=1
g(x− xp)
∫
Ap
nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) dS (3.2.11)
D’autre part, en inte´grant la condition de saut (3.1.8) sur la surface de la particule p, on obtient :
−
∫
Ap
nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) dS = νσ,kWk
∫
Ap
ψ (Tσ)Yβ,O2 dS (3.2.12)
A partir de l’e´quation pre´ce´dente et de l’e´quation Eq. (3.2.3), le terme d’e´change interfacial de l’espe`ce
k, peut s’e´crire :
−〈nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) δβσ〉 = νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp)dmp
dt
(3.2.13)
De la meˆme manie`re, en inte´grant la relation de saut Eq.(3.1.9) sur la surface de la particule p et
en utilisant l’e´quation Eq.(3.2.3), le terme des e´changes de masse entre la phase continue et la phase
disperse´e, s’e´crit :
−〈nβσ · (ρβ (uβ −w)) δβσ〉 = −
NV∑
p=1
g(x− xp)dmp
dt
(3.2.14)
D’autre part, la re´action homoge`ne infiniment lente, i.e. les re´actifs se me´langent rapidement et re´-
agissent lentement. Par conse´quent, les effets d’homoge´ne´isation de la tempe´rature et des fractions
massiques sur le taux de re´action homoge`ne sont ne´gligeables. Ceci implique que le taux de re´action
filtre´ correspond au taux de re´action obtenu en utilisant des valeurs moyennes. Dans ce cas, la moyenne
du taux de re´action homoge`ne peut s’e´crire :
.
ωβ,k (Tβ , Yβ,1, · · · , Yβ,N ) ' .ωβ,k
(
T β , Y β,1, · · · , Y β,Ne
)
(3.2.15)
Dans la suite, nous noterons :
.
ωβ,k
(
T β , Y β,1, · · · , Y β,N
)
=
.
ωβ,k
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A partir des e´quations Eqs. (3.2.13) a` (3.2.15), les e´quations macroscopiques des transferts massiques
s’e´crivent :
∂t
(
αβρβY β,k
)
+∇ · (αβρβY β,kuβ) = ∇ · (αβρβDβ,k∇Y β,k + ρβDβ,k〈nβσY ′β,kδβσ〉)
+
νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp +αβ .ωβ,k
−∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
(3.2.16)
∂t (αβρβ) +∇ · (αβρβuβ) = −
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp (3.2.17)
.
mp = νσ,sWsψ (Tp)
∫
Ap
(
Y β,O2 + Y
′
β,O2
)
dS (3.2.18)
Ces e´quations font intervenir les fluctuations des fractions massiques dont la longueur caracte´ristique
des variations a` l’e´chelle locale est note´e lβ . A ce stade de l’analyse, le proble`me macroscopique ne´ces-
site une re´solution mixte pour les proble`mes en Yβ,k et Y
′
β,k, cela serait e´videmment tre`s complexe et
couˆteux. L’objectif maintenant est d’e´tablir des relations entre les fluctuations et les fractions moyennes
sur la base du proble`me local pour les fluctuations. Ces relations constituent les relations de ferme-
ture. Ainsi, les e´quations du mode`le macroscopique peuvent eˆtre exprime´es en fonction des grandeurs
moyennes et des coefficients effectifs de transport de´termine´s a` partir des proble`mes aux limites locaux
[108].
3.2.2 Proble`me locale pour les fluctuations
Dans le but de relier les termes de fluctuations aux termes macroscopiques, nous cherchons tout d’abord
a` de´terminer le proble`me local auquel obe´issent les fluctuations Y ′β,k. Pour cela, l’e´quation locale de
transport d’espe`ce Eq. (3.1.5) sous sa forme non conservative est multiplie´e par la fraction volumique
et la de´composition en valeur moyenne et fluctuation pour la vitesse et pour la fraction massique est
introduite. On obtient :
αβρβ
(
∂tY β,k + ∂tY
′
β,k +
(
uβ + u
′
β
) · ∇ (Y β,k + Y ′β,k)) = αβρβDβ,k∇2 (Y β,k + Y ′β,k)
+αβ
.
ωβ,k (3.2.19)
L’e´quation de transport de l’espe`ce k en grandeurs moyennes Eq. (3.2.9) peut s’e´crire sous la forme
non conservative telle que :
αβρβ
(
∂tY β,k + uβ · ∇Y β,k
)
= αβρβDβ,k∇2Y β,k + ρβDβ,k∇ · 〈nβσY ′β,kδβσ〉
−〈nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) δβσ〉
+〈nβσ · (ρβ (uβ −w)) δβσ〉Y β,k
+αβ
.
ωβ,k −∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
(3.2.20)
En soustrayant l’e´quation Eq. (3.2.19) de l’e´quation Eq. (3.2.20) on obtient l’e´quation locale pour les
fluctuations :
ρβ
(
∂tY
′
β,k + uβ · ∇Y ′β,k + u′β · ∇Y β,k
)
= ρβDβ,k∇2Y ′β,k + α−1β ρβDβ,k∇ · 〈nβσY ′β,kδβσ〉
−α−1β 〈nβσ · (ρβYβ,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Yβ,k) δβσ〉
+α−1β 〈nβσ · (ρβ (uβ −w)) δβσ〉Y β,k
+α−1β ∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
(3.2.21)
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Ensuite, en utilisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations pour la fraction massique
Yβ,k, la line´arite´ de l’ope´rateur de moyenne et les proprie´te´s de la fonction caracte´ristique, l’e´quation
pre´ce´dente peut s’e´crire sous la forme :
ρβ
(
∂tY
′
β,k + uβ · ∇Y ′β,k + u′β · ∇Y β,k
)
= ρβDβ,k∇2Y ′β,k + α−1β ρβDβ,k∇ · 〈nβσY ′β,kδβσ〉
−α−1β ρβDβ,k∇αβ · ∇Y β,k
+α−1β 〈nβσ ·
(
ρβY
′
β,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Y ′β,k
)
δβσ〉
+α−1β ∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
(3.2.22)
L’e´quation locale de transport pour les fluctuations peut eˆtre simplifie´e a` partir d’une analyse d’ordre
de grandeur de ses diffe´rents termes. Ce type d’analyse est tre`s fre´quemment utilise´ dans la litte´rature
(cf. [33]). Pour cela, il est ne´cessaire, dans un premier temps, d’estimer les fluctuations de la fraction
massique Y ′β,k par :
Y ′β,k = O
(
lβ
Lβ
Y β,k
)
(3.2.23)
On rappelle ici les approximations classiques (cf. paragraphe 2.2.2) :
u′β = O (uβ) (3.2.24)
〈nβσγβδβ〉 = AβσV = O
(
αβ
lβ
)
(3.2.25)
A` partir des approximations Eqs. (3.2.24) a` (3.2.25), on obtient les ordres de grandeur suivants :
ρβDβ,k∇2Y ′β,k = O
(
ρβDβ,k
lβLβ
Y β,k
)
(3.2.26)
ρβCp,βuβ · ∇Y ′β,k = O
(
ρβCp,β
1
Lβ
Y β,kuβ
)
(3.2.27)
αβ
−1ρβDβ,k∇ · 〈Y ′β,knβσδβσ〉 = O
(
ρβDβ,k
L2β
Y β,k
)
(3.2.28)
αβ
−1∇ ·
(
αβρβCp,βY ′β,ku
′
β
)
= O
(
ρβCp,β
lβ
L2β
Y β,kuβ
)
(3.2.29)
A partir des estimations pre´ce´dentes et de la contrainte du changement d’e´chelle lβ  Lβ , on de´duit :
αβ
−1ρβDβ,k∇ · 〈Y ′β,knβσδβσ〉  ρβDβ,k∇2Y ′β,k (3.2.30)
αβ
−1∇ ·
(
αβρβCp,βY ′β,ku
′
β
)
 ρβCp,βuβ · ∇Y ′β,k (3.2.31)
Ainsi, a` partir de Eqs (3.2.30) et (3.2.31), l’e´quation locale de transport des fluctuations, Y ′β,k se
simplifie en :
ρβ
(
∂tY
′
β,k + uβ · ∇Y ′β,k + u′β · ∇Y β,k
)
= ρβDβ,k∇2Y ′β,k (3.2.32)
+α−1β 〈nβσ ·
(
ρβY
′
β,k (uβ −w)− ρβDβ,k∇Y ′β,k
)
δβσ〉
D’autre part, en introduisant la de´composition en valeur moyenne et fluctuations dans la relation de
saut Eq. (3.1.8), la relation de saut aux interfaces Aβσ relative aux fluctuations de la fraction massique
s’e´crit :
nβσ · (−ρβY ′β,k (uβ −w) + ρβDβ,k∇Y ′β,k) =
−nβσ ·
(−ρβY β,k (uβ −w) + ρβDβ,k∇Y β,k)+ νσ,kWkψ (Y β,O2 + Y ′β,O2) (3.2.33)
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On rappelle que les e´quations de transport Eq. (3.2.32) ainsi que la condition limite associe´e Eqs. (3.2.33)
doivent eˆtre comple´te´es par les conditions initiales et des conditions limites a` l’entre´e et a` la sortie du
milieu conside´re´ pour que le proble`me local associe´ aux fluctuations Y ′β,k soit bien pose´. Sur la base
de la discussion pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent, le volume e´le´mentaire repre´sentatif sera assimile´
a` une cellule unitaire pe´riodique.
3.3 Fermeture des e´quations filtre´es
3.3.1 Proposition de fermeture pour les fluctuations
Le proble`me lie´ aux e´quations gouvernant l’e´volution des fluctuations n’est pas homoge`ne en Y ′β,k
puisqu’il de´pend des termes ∇Y β,k, Y β,k|xp et Y β,O2 |xp avec 1 ≤ p ≤ NV . Sous l’hypothe`se de
se´paration des e´chelles, ces termes peuvent eˆtre conside´re´s constants au sein du volume de la prise
de moyenne. Ainsi, ils peuvent eˆtre vus comme des termes source macroscopiques responsables des
fluctuations [75, 90, 104].
Dans ce chapitre, nous nous limitons aux fermetures quasi-stationnaires (cf. 2.3.1), et ce, en suppo-
sant que meˆme si le transfert a` l’e´chelle macroscopique est instationnaire, le proble`me local pour les
fluctuations peut eˆtre traite´ de manie`re quasi-stationnaire. Pour cela, le terme d’instationnaire dans
l’e´quation de transport des fluctuations Y ′β,k Eq. (3.2.32) sera ne´glige´ par rapport au terme de diffusion,
ce qui revient a` imposer la contrainte suivante [21, 105] :
Dβ,ktc
l2β
 1 (3.3.1)
ou` tc repre´sente le temps caracte´ristique associe´ au processus e´tudie´. Sous l’hypothe`se de quasi-
stationnarite´, les fluctuations peuvent eˆtre repre´sente´es sous la forme [104] :
Y ′β,k|x =
NV∑
p=1
ak,p|xY β,k|(xp,t) +
NV∑
p=1
ako,p|xY β,O2 |(xp,t) + bk|x · ∇Y β,k|(x,t) (3.3.2)
Les termes ak,p, ako,p et bk repre´sentent les variables de fermeture et permettent de relier les fluctua-
tions des fractions massiques aux variables macroscopiques. Ces inconnues sont solutions des proble`mes
aux limites locaux, appele´s proble`mes de fermeture. Ils sont re´solus a` l’e´chelle locale sur une re´gion
repre´sentative du milieu conside´re´. La repre´sentation pre´ce´dente des fluctuations peut s’e´crire sous la
forme :
Y ′β,k|x = ak|xY β,k|(x,t) + ako|xY β,O2 |(x,t) + bk|x · ∇Y β,k|(x,t) (3.3.3)
+
NV∑
p=1
ak,p|x
(
Y β,k|(xp,t) − Y β,k|(x,t)
)
+
NV∑
p=1
ako,p|x
(
Y β,O2 |(xp,t) − Y β,O2 |(x,t)
)
ou` ak et ako repre´sentent les variables de fermeture lumped. Sur la base des discussions mene´es dans le
chapitre 2, nous nous limitons ici a` une repre´sentation lumped des fluctuations, ainsi les deux derniers
termes dans l’e´quation Eq. (3.3.3) seront ne´glige´s dans la suite de ce travail. Cette hypothe`se revient a`
ne´gliger les e´changes indirects entre les particules ( cf. chapitre 2 ). D’autre part, nous rappelons que
le terme proportionnel au gradient de Y β,k dans l’e´quation pre´ce´dente se traduit par des effets de la
tortusite´ dans les e´quations macroscopique (cf. [60]). Or, il s’agit dans ce travail d’un me´lange dilue´
de gaz-particules dont la taille des particules ne de´passe pas 100µm tel que les effets de la tortuosite´
peuvent eˆtre ne´glige´s. Par conse´quent, nous ne´gligerons, dans la suite, le terme proportionnel au
gradient de Y β,k dans l’approximation du proble`me micro-macro. Sous ces hypothe`ses la repre´sentation
des fluctuations devient :
Y ′β,k = akY β,k + akoY β,O2 (3.3.4)
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Notons que, dans la suite des de´veloppements, les fluctuations de la fraction massique d’oxydant seront
exprime´es sous la forme :
Y ′β,O2 = soY β,k (3.3.5)
ou` so(= ao + aoo) repre´sente le variable de fermeture qui relie les fluctuations Y
′
β,O2
a` Y β,k. Afin
d’obtenir les proble`mes de fermeture pour chaque variable, nous remplac¸ons, dans un premier temps,
les fluctuations par l’expression pre´ce´dente dans le proble`me local pour les fluctuations. Par la suite,
ces termes sont conside´re´s inde´pendants et de variation ne´gligeable sur le volume de prise de moyenne,
sous l’hypothe`se de se´paration des e´chelles. On peut ainsi isoler les termes proportionnels a` chacun
des termes sources macroscopiques pour formuler les proble`mes de fermeture associe´s aux variables de
fermeture ak et ako. Notons que lors de l’introduction des repre´sentations Eq. (3.3.4) dans le proble`me
local pour les fluctuations, nous adopterons l’approximation classique [104, 105] :
∇Y ′β,k ' ∇akY β,k +∇akoY β,O2 (3.3.6)
Cette approximation consiste a` ne´gliger les termes de couplage entre les proble`mes de fermeture. En
suivant la de´marche de´taille´e dans le paragraphe pre´ce´dent, on obtient les deux proble`mes de fermeture
suivants :
Proble`me I :
ρβ (uβ · ∇ak) = ρβDβ,k∇2ak (3.3.7)
+α−1β 〈nβσ · (ρβak (uβ −w)− ρβDβ,k∇ak) δβσ〉
nβσ · (−ρβak (uβ −w) + ρβDβ,k∇ak) = nβσ · ρβ (uβ −w) sur Aβσ (3.3.8)
〈γβak〉 = 0 (3.3.9)
ak(x + ri) = ak(x) sur Aβe (3.3.10)
Proble`me II :
ρβ (uβ · ∇ako) = ρβDβ,k∇2ako (3.3.11)
+α−1β 〈nβσ · (ρβako (uβ −w)− ρβDβ,k∇ako) δβσ〉
nβσ · (−ρβako (uβ −w) + ρβDβ,k∇ako) = νσ,kWkψ (1 + ako) sur Aβσ (3.3.12)
〈γβako〉 = 0 (3.3.13)
ako(x + ri) = ako(x) sur Aβe (3.3.14)
Le proble`me associe´ a` la variable de fermeture so qui relie les fluctuations de Y
′
β,O2
a` Y β,O2 , s’obtient
directement en sommant les proble`mes de fermeture I et II.
Proble`me Io :
ρβ (uβ · ∇so) = ρβDβ,O2∇2so (3.3.15)
+α−1β 〈nβσ · (ρβso (uβ −w)− ρβDβ,O2∇so) δβσ〉
nβσ · (−ρβso (uβ −w) + ρβDβ,O2∇so) = nβσ · ρβ (uβ −w) (3.3.16)
+νσ,O2WO2ψ (1 + so) sur Aβσ
〈γβso〉 = 0 (3.3.17)
so(x + ri) = so(x) sur Aβe (3.3.18)
Ici, la condition de pe´riodicite´ portant sur les fluctuations a` e´te´ impose´e a` l’entre´e et a` la sortie du
milieu et nous avons eu recours a` la condition de moyenne nulle. Cette condition est ne´cessaire pour
re´soudre les proble`mes de fermeture. E´tant donne´ l’hypothe`se de quasi-stationnarite´ des proble`mes de
fermeture, les conditions initiales ne jouent aucun roˆle. Par conse´quent, elles ne figurent pas dans les
proble`mes de fermeture.
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3.3.2 Forme ferme´e des e´quations macroscopiques
La forme ferme´e des e´quations macroscopiques s’obtient en remplac¸ant les fluctuations dans les e´qua-
tions Eq. (3.2.16), (3.2.17) et (3.2.18) par leurs expressions en fonction des variables de fermeture et
des termes sources macroscopiques Eq. (3.3.4).
Forme ferme´e de l’e´quation de conservation de la masse a` l’e´chelle macro On
rappelle que l’e´quation de conservation de la masse de la particule p Eq. (3.2.18), s’e´crit :
.
mp= νσ,sWsψ
∫
Ap
(
Y β,O2 + Y
′
β,O2
)
dS (3.3.19)
En introduisant la repre´sentation Eq. (3.3.5) pour Y ′β,O2 dans l’e´quation pre´ce´dente et en ne´gligeant
les variations de la fraction massique macroscopique sur la surface de la particule Ap, on obtient :
.
mp = νσ,sWsψY β,O2
∫
Ap
(1 + so) dS (3.3.20)
La forme ferme´e de l’e´quation de la conservation de masse de la particule p peut s’e´crire sous la forme :
.
mp= νσ,sWsψeffY β,O2Ap (3.3.21)
ou` ψeff repre´sente le taux effectif de la re´action he´te´roge`ne, de´fini par :
ψeff =
ψ
Ap
∫
Ap
(1 + so) dS (3.3.22)
D’autre part, on note que la fermeture du taux de consommation des particules permet d’obtenir
directement la forme ferme´e de l’e´quation macroscopique de conservation de la masse dans la phase
continue qui s’e´crit sous la forme :
∂t (αβρβ) +∇ · (αβρβuβ) = −
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp (3.3.23)
Forme ferme´e de l’e´quation de transport des espe`ces a` l’e´chelle macro On rappelle
que l’e´quation de transport macroscopique non ferme´e pour l’espe`ce k s’e´crit :
∂t
(
αβρβY β,k
)︸ ︷︷ ︸
accumulation
+∇ · (αβρβY β,kuβ)︸ ︷︷ ︸
convection
= ∇ · (αβρβDβ,k∇Y β,k + ρβDβ,k〈nβσY ′β,kδβσ〉)︸ ︷︷ ︸
diffusion
+
νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp︸ ︷︷ ︸
e´change interfacial
+ αβ
.
ωβ,k︸ ︷︷ ︸
re´action homoge`ne
−∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
︸ ︷︷ ︸
dispersion
(3.3.24)
L’introduction de la repre´sentation Eq. (3.3.4) pour les fluctuations Y ′β,k dans les termes de diffusion
de l’e´quation pre´ce´dente conduit a` l’expression :
αβρβDβ,k∇Y β,k + ρβDβ,k〈nβσY ′β,kδβσ〉 = ρβDβ,k
(
αβ∇Y β,k
)
(3.3.25)
+ρβDβ,k
(〈aknβσδβσ〉Y β,k + 〈akonβσδβσ〉Y β,O2)
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De meˆme, en introduisant la repre´sentation pour Y ′β,k dans le terme de dispersion de Eq. (3.3.24), on
obtient :
∇ ·
(
αβ,kρβY ′β,ku
′
β
)
= ∇ ·
(
αβ,kρβu′βakY β,k
)
+∇ ·
(
αβ,kρβu′βakoY β,O2
)
(3.3.26)
La forme ferme´e de l’e´quation de transport de l’espe`ce k dans la phase β, s’e´crit :
∂t
(
αβρβY β,k
)
+∇ · (αβρβ (Y β,k (uβ −Uβ,k)− Y β,O2Vβ,ko))
= ∇ · (αβρβDβ,k∇Y β,k)+ 1V νσ,kWkνσ,sWs
NV∑
p=1
g(xp − x) .mp +αβ .ωβ,k (3.3.27)
ou` on a introduit les coefficients de transport effectifs suivants :
Uβ,k = α
−1
β Dβ,k〈aknβσδβσ〉 − aku′β (3.3.28)
Vβ,ko = α
−1
β Dβ,k〈akonβσδβσ〉 − akou′β (3.3.29)
Les coefficients de transport effectifs Uβ,k et Vβ,ko sont assimile´s a` des vitesses supple´mentaires de
transport pour les fractions massiques macroscopiques de l’espe`ce k et de l’oxydant. Leur contribution
s’e´crit sous une forme similaire au terme convectif classique dans l’e´quation de transport macroscopique
de l’espe`ce k. Ces deux coefficients seront appele´s respectivement pseudo-vitesse et pseudo-vitesse
couple´e. Nous noterons que pour l’e´quation de transport de l’oxydant les pseudo-vitesse et pseudo-
vitesse couple´e peuvent eˆtre regroupe´es, et dans ce cas, la pseudo-vitesse est de´finie par :
Uβ,O2 = α
−1
β Dβ,O2〈sonβσδβσ〉 − sou′β (3.3.30)
Simplification du mode`le macroscopique A ce stade des de´veloppements, l’ensemble de la
me´thode permettant d’obtenir les e´quations macroscopiques re´gissant les transferts massiques a` e´te´ pre´-
sente´e. Cependant, les mode`les macroscopique Eqs. (3.3.21), (3.3.23) et (3.3.27) propose´ comprennent
des termes de transport non-classiques qui traduisent une description plus pre´cise du transport ma-
croscopique et des couplages entre les deux phases. En revanche, la forme comple`te du mode`le est
complexe et le nombre des coefficients effectifs a` de´terminer est plus e´leve´ que celui des mode`les clas-
siques. D’un point de vue pratique, les termes de transport non-classiques rendent le traitement des
e´quations de transport macroscopique relativement complexe pour des proble`mes relatifs a` la suˆrete´.
Pour cela, nous nous appuyons sur l’analyse re´alise´e dans le chapitre pre´ce´dent et nous ne´gligeons
les termes de couplage supple´mentaires. Sous ces hypothe`ses, le mode`le macroscopique des transferts
massiques pre´sente alors une forme similaire a` celle propose´e par les mode`les classiques :
∂t
(
αβρβY β,k
)
+∇ · (αβρβY β,kuβ) = ∇ · (αβρβDβ,k∇Y β,k)+ νσ,kWk
νσ,sWs
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp
+αβ
.
ωβ,k (3.3.31)
∂t (αβρβ) +∇ · (αβρβuβ) = −
NV∑
p=1
g(x− xp) .mp (3.3.32)
.
mp = νσ,sWsψeffY β,O2Ap (3.3.33)
avec
ψeff =
ψ
Ap
∫
Ap
(1 + so) dS, (3.3.34)
Les termes qui apparaissent dans le membre de droite de l’e´quation de transport des espe`ces Eq. (3.3.31)
correspondent respectivement a` la diffusion massique d’espe`ce k dans la phase continue, aux transferts
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des espe`ces avec les particules et au taux de re´action homoge`ne. Dans les e´quations de conservation
de masse dans la phase continue Eq. (3.3.32), le terme du membre de droite repre´sente les e´changes
de masse avec la phase disperse´e par oxydation des particules. Enfin, Le taux de transfert de masse de
la particule vers la phase continue Eq. (3.3.33) est exprime´ en fonction du taux effectif de la re´action
he´te´roge`ne. Nous notons que nous avons ne´glige´ dans ce travail les effets de la tortuosite´ et de la
dispersion hydrodynamique dans le tenseur de diffusion effectif, ainsi que les effets des pseudo-vitesses
dans l’e´quation de transport des espe`ces. Par conse´quent, la forme finale du mode`le macroscopique
propose´e dans ce travail est similaire au mode`le macroscopique classique utilise´ pour les simulations
de´taille´es des transferts de masse dans un e´coulement diphasique dilue´ en re´gime laminaire. En re-
vanche, le mode`le propose´ prend en compte les effets de dilution dans le calcul du coefficient effectif de
la re´action he´te´roge`ne, et cela a` partir de la re´solution du proble`me de fermeture associe´ a` la variable
so sur le volume repre´sentatif du milieu e´tudie´.
3.4 Re´sultats et discussion
3.4.1 Re´sultats pour une particule isole´e
Afin de de´terminer une expression analytique du taux effectif d’avancement de la re´action he´te´roge`ne,
nous nous inte´ressons a` la re´solution du proble`me de fermeture pour une particule dans une cellule
repre´sentative d’un milieu ayant une structure ge´ome´trique sphe´rique (i.e. cellule de Chang 3D). Nous
supposons que la vitesse de la phase continue est uniforme et que la particule se de´place a` la meˆme
vitesse que la phase continue. De plus, nous ne´gligeons la vitesse de de´placement de l’interface dans
le repe`re en mouvement par rapport a` la vitesse de diffusion. Cette hypothe`se est soutenue par le fait
que la masse volumique de la phase continue est ne´gligeable devant celle de la particule.
Sous ces hypothe`ses, le proble`me de fermeture s’e´crit, dans le repe`re en mouvement et en coordonne´es
sphe´riques, sous la forme :
1
r2
d
dr
(
r2so
)− 1
αβV
∫
sp
∇so · nβσ dS = 0 pour rp ≤ r ≤ R (3.4.1)
dso
dr
=
Da
rp
(1 + so) en r = rp (3.4.2)
dso
dr
= 0 en r = R (3.4.3)
R∫
rp
4pir2so dr = 0 (3.4.4)
ou` on a utilise´ la fonction de poids classique (cf. Eq. (1.2.58)) et ou` on a remplace´ la condition de
pe´riodicite´ aux frontie`res de la cellule par une condition de Neumann (cf. 2.5.1).
Dans l’e´quation Eq. (3.4.2), le nombre sans dimension Da de´signe le nombre de Damko¨hler qui compare
la vitesse de re´action he´te´roge`ne a` la vitesse de diffusion, de´fini par :
Da = |νσ,O2 |WO2ψ
ρβDβ,O2
rp (3.4.5)
En suivant la meˆme me´thodologie de´taille´e dans la partie 2.5.1, la solution analytique du proble`me de
fermeture conduit au taux effectif d’avancement suivant :
ψeff =
ψ
1 + (1− f(αβ))Da (3.4.6)
ou` f(αβ) est de´fini par :
f(αβ) =
9 (1− αβ)1/3 + 3αβ + 6α2β − 9
5α2β
(3.4.7)
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Les variations de la fonction f en fonction de αβ sont illustre´es dans la figure (3.3). La fonction f tend
vers 0 lorsque αβ → 1, ainsi le taux effectif pour une particule isole´e dans un milieu infini s’e´crit :
lim
α→1
ψeff =
ψ
1 +Da (3.4.8)
Cette valeur limite peut e´galement eˆtre obtenue a` partir de l’approche classique qui consiste a` re´soudre
le proble`me de la couche limite massique pour une particule isole´e dans un milieu infini (cf. annexe
D).
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Figure 3.3 – E´volution de f en fonction de la fraction volumique de la phase
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Figure 3.4 – Evolution du taux effectif d’avancement de la re´action en fonction
du nombre de Damko¨hler
Les re´sultats lie´s a` l’e´volution du coefficient effectif d’avancement sont pre´sente´s sur la figure (3.4)
sous la forme adimensionnelle ψeff/ψ en fonction de Da, pour des valeurs de fraction volumique de la
phase disperse´e ασ de 10
−2, 10−3, 10−4 et 10−5.
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On peut constater que ψeff/ψ est une fonction de´croissante du nombre de Damko¨hler. Elle tend vers
1 a` petit nombre de Damko¨hler et vers ze´ro lorsque Da →∞. D’autre part, on observe aussi que pour
un nombre de Damko¨hler donne´, le coefficient ψeff/ψ diminue de manie`re limite´e avec la fraction
volumique ασ pour la gamme conside´re´e.
L’e´tude de l’e´volution de ψeff/ψ par rapport au nombre de Damko¨hler suffit pour retrouver le compor-
tement classique du taux effectif de consommation de la particule au re´gime re´actif Da  1. En effet,
on retrouve bien la valeur classique ψeff = ψ qui traduit que lorsque la vitesse de diffusion est tre`s
rapide par rapport a` la vitesse de re´action, la consommation de la particule est entie`rement controˆle´e
par la re´action. En revanche, cette e´tude ne fournit pas de renseignement sur le comportement du
taux effectif de consommation de la particule en re´gime diffusif (Da  1). En effet, le coefficient de
Damko¨hler Da, de´fini par la relation Eq. (3.4.5), est proportionnel a` ψ ce qui ne permet pas de de´duire
des conclusions sur le coefficient effectif ψeff a` grand nombre de Damko¨hler.
Pour cela, nous nous sommes inspire´s de Guo et al. [60] pour introduire le nombre de Damko¨hler
effectif Da∗ de´fini par :
Da∗ = ψeff
ψ
Da (3.4.9)
Ce nombre sans dimension est analogue au nombre de Sherwood puisqu’il compare le transfert total de
masse a` la surface de la particule et les transferts par diffusion. La figure (3.5) montre que Da∗ est une
fonction croissante de Da et qu’en re´gime diffusif, le coefficient Da∗ admet une asymptote horizontale
dont la valeur de la constante augmente avec la fraction volumique ασ.
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Figure 3.5 – Evolution du taux effectif d’avancement de la re´action en fonction
du nombre de Damko¨hler effectif
A partir de la de´finition de Da∗ et de l’e´quation Eq. (3.4.6), on peut montrer que :
lim
Da→∞
Da∗ = 1
1− f(αβ) (3.4.10)
Ainsi, dans le re´gime diffusif le taux effectif d’avancement de la re´action s’e´crit :
ψeff =
1
1− f(αβ)
ψ
Da =
1
1− f(αβ)
ρβDβ,O2
|νσ,O2 |WO2rp
(3.4.11)
La relation pre´ce´dente traduit le comportement classique du taux effectif d’avancement de la re´action
en re´gime diffusif Da  1, ou` la vitesse de la re´action est tre`s grande par rapport a` la vitesse de la
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diffusion. Par conse´quent, la consommation de la particule ne de´pend plus de la vitesse d’avancement
de la re´action vu qu’elle est entie`rement controˆle´e par la diffusion de l’oxydant jusqu’a` la surface de
la particule.
3.4.2 Evaluation de la fermeture quasi-stationnaire
Les diffe´rents travaux sur la combustion des particules de carbone [17, 49, 62, 79, 80] ont permis de
comprendre les caracte´ristiques de combustion d’une particule sphe´rique. Les premie`res e´tudes ont e´te´
effectue´es analytiquement par [79] pour une particule isole´e dans un me´lange gazeux au repos. Afin de
tester la validite´ du mode`le propose´, nous pre´sentons dans ce paragraphe une comparaison entre les
re´sultats obtenus a` partir du mode`le macroscopique propose´ et les re´sultats analytiques obtenus par
Libby et Blake [79] ainsi que ceux obtenus nume´riquement par Man et Byeong [62]. Ces derniers ont
re´solu de manie`re directe le proble`me du transfert massique et thermique a` l’e´chelle microscopique.
Dans ces e´tudes, le me´lange gazeux est constitue´ de O2, CO, CO2 et N2 avec le meˆme coefficient de
diffusion Dβ . Par ailleurs, le nombre de Schmidt est suppose´ e´gal a` 1, ce qui signifie que ρβDβ = ηβ ,
ou` ηβ correspond a` la viscosite´ dynamique du fluide environnant suppose´e constante. D’autre part,
le syste`me Fig. (3.6) est conside´re´ infini dans toutes les directions, ainsi, les gradients des fractions
massiques moyennes Y β,k sont conside´re´s nuls.
rp
Tβ = T∞
phase-β
Figure 3.6 – Particule de carbone isole´e
Au regard des hypothe`ses pre´ce´dentes, les e´quations macroscopiques s’e´crivent :
d
(
ρβY β,k
)
dt
=
1
V
νσ,kWk
νσ,sWs
.
mp (3.4.12)
dρβ
dt
= − 1V
.
mp (3.4.13)
.
mp = νσ,sWsψeffY β,O2Ap (3.4.14)
Le taux effectif d’avancement de la re´action ψeff correspond ici au taux effectif pour une particule
isole´e dans un milieu infini. A partir des relations Eqs. (3.4.5), (3.4.6) et (3.4.8), il s’e´crit sous la forme :
ψeff =
ψ
1 +
|νσ,O2 |WO2B exp
(
−Ta
Tp
)
ρβDβ
rp
(3.4.15)
ou` B et Ta repre´sentent respectivement la constante pre´-exponentielle et la tempe´rature d’activation
de la re´action he´te´roge`ne. Les transferts massique de´crits par les e´quations Eqs. (3.4.12) a` (3.4.14)
sont comple´te´s par l’e´quation d’e´volution de la tempe´rature du particule. Au regard des hypothe`ses
pre´ce´dentes, ces e´quations s’e´crivent :
(mcp)p
dTp
dt
= Qβp = 4piλβrp
(
T β − Tp
)
+
.
mp ∆Hv (3.4.16)
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ou` ∆Hv est l’enthalpie de la re´action. Afin de comparer les re´sultats obtenus a` partir du mode`le
macroscopique et ceux propose´s dans la litte´rature [79], nous introduisons le parame`tre sans dimension
suivant :
K =
rp
ηβ
1
S
.
mp (3.4.17)
Ce nombre sans dimension est fondamental dans l’e´tude analytique re´alise´e par Libby et Blake. Sous
l’hypothe`se du nombre de Schmidt e´gal a` 1 (i.e. ηβ = ρβDβ), le parame`tre K apparaˆıt ici comme un
nombre analogue au Damko¨hler effectif Da∗ de´fini par la relation (3.4.9), puisque les deux nombres
comparent le transfert total de masse lie´ a` la re´action he´te´roge`ne et a` la diffusion. On peut montrer,
a` partir des de´finitions de K et Da∗, la relation :
K =
νσ,sWs
|νσ,O2 |WO2
Y β,O2Da∗ (3.4.18)
La figure (3.7) de´crit l’e´volution du parame`tre K en fonction de la tempe´rature de la particule, les
conditions aux limites et initiales ainsi que les parame`tres utilise´s pour la validation du mode`le ma-
croscopique sont reporte´s dans le tableau (3.1) .
Parame`tres d0 T0 Yβ,O2 Yβ,N2 νβ ρσ Ta B
Valeurs 2.10−4 1500 0, 2 0, 8 5.65.10−5 1500 18000 3.6106
Table 3.1 – Parame`tres physiques de l’e´tude
Dans la figure (3.7) sont compare´s les re´sultats obtenus a` partir du mode`le macroscopique et les
re´sultats de Libby et Blake. On peut identifier trois re´gimes : le re´gime re´actif, un re´gime interme´diaire
et le re´gime diffusif. On peut e´galement constater que le mode`le propose´ concorde bien avec le mode`le
de Libby et Blake pour les deux premiers re´gimes, le re´gime diffusif pre´sente, quant a` lui, une erreur
relative de 10% pour ces deux mode`les.
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Figure 3.7 – Evolution du coefficient de transfert de masse K en fonction de
Tp
Les figures (3.8) et (3.9) repre´sentent respectivement l’e´volution du diame`tre et de la tempe´rature
de la particule en fonction du temps adimensionnalise´ τ∗ = ρβDβ
ρpr2p,0
t. Ces re´sultats montrent que les
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valeurs du mode`le macroscopique propose´ dans ce chapitre sont en tre`s bon accord avec les valeurs
de re´fe´rence. Ces figures montrent e´galement un comportement typique des particules en combustion :
La premie`re phase (τ∗ < 1.25) correspond au re´chauffement de la particule par conduction ou` il n’y
a pas d’activite´ chimique significative et donc pas de changement de diame`tre. La deuxie`me phase
(1.25 < τ∗ < 3.75) , la plus longue, implique une monte´e en tempe´rature rapide a` un niveau supe´rieur
a` celui de la phase continue, niveau qui persiste pendant une pe´riode prolonge´e jusqu’a` la troisie`me
phase correspondant a` l’e´quilibre thermique. Cette dernie`re, correspond au re´gime diffusif et a` partir
des e´quations Eqs. (3.4.14) et (3.4.11), on peut montrer que l’e´volution du diame`tre de la particule
suit la loi d2p :
d
dt
(
d2p
4
)
= 2
νσ,sWs
|νσ,O2 |WO2
ρβDβ,O2
ρβ
Y β,O2 = Cst (3.4.19)
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Afin de confirmer l’hypothe`se de quasi-stationnarite´, nous indiquons ici que la figure (3.8) montre que
la dure´e de vie de la particule est de l’ordre de τ∗.Ainsi on obtient le temps caracte´ristique associe´ au
processus de combustion d’une particule de graphite :
tc ≈
ρpr
2
p,0
ρβDβ,O2
(3.4.20)
Par ailleurs, les e´chelles des variations microscopiques dans la phase continue sont du meˆme ordre de
grandeur que la taille caracte´ristique des particules, ce qui permet d’e´crire :
Dβ,ktc
l2β
≈ ρpr
2
p,0
ρβl2β
≈ ρp
ρβ
 1 (3.4.21)
De meˆme, la validite´ de l’hypothe`se de quasi-stationnarite´ des fluctuations de la tempe´rature T ′β peut
eˆtre confirme´e dans le cas ou` le nombre de Lewis (Le = (λβ/ρβCp,β)/Dβ,k) est de l’ordre de l’unite´,
de sorte que :
λβtc
(ρβcp)β l
2
β
≈
λβ
(ρβcp)β
Dβ,O2
r2p,0
l2β
ρp
ρβ
≈ ρp
ρβ
 1 (3.4.22)
3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons propose´ un mode`le macroscopique pour de´crire les transferts massiques
des particules de carbone qui s’oxydent selon la the´orie du film unique. Le changement d’e´chelle est
re´alise´ a` partir de la me´thode de prise de moyenne volumique ou` une approximation quasi-stationnaire
lumped du proble`me mixte macro-micro a e´te´ adopte´e. Cela a conduit a` une forme ferme´e des e´quations
macroscopiques dans laquelle les coefficients effectifs de transport sont calcule´s a` partir de la re´solution
du proble`me de fermeture.
L’utilisation de la cellule de Chang a permis de de´terminer analytiquement le taux d’avancement de
la re´action en fonction du taux de dilution. La validation de l’approche utilise´e a e´te´ re´alise´e a` partir
d’une comparaison entre les re´sultats the´oriques et ceux de la litte´rature pour une particule dans un
milieu infini. Cette e´tude de validation montre que le mode`le macroscopique produit de bons re´sultats
malgre´ l’hypothe`se de quasi stationnarite´.
Le taux de transfert de masse de la particule vers la phase continue par oxydation, obtenu dans ce
chapitre, sera utilise´ dans la mode´lisation de la propagation de flamme dans un nuage de particules de
carbone.
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L’e´tude des flammes laminaires planes de pre´me´lange permet de caracte´riser les proprie´te´s de com-
bustion intrinse`ques du me´lange gazeux comme la tempe´rature adiabatique de flamme, l’e´paisseur du
front de flamme ou la vitesse de propagation du front. Ce type d’e´tude permet par exemple de de´velop-
per et valider des sche´mas cine´tiques de´taille´s ou simplifie´s [98]. La simulation des flammes laminaires
planes peut e´galement eˆtre motive´e par le de´veloppement de mode`les pour la combustion turbulente en
re´gime de flammelette qui assimilent une flamme de pre´me´lange turbulente a` un ensemble de flammes
pre´me´lange´es mono-dimensionnelles. Il s’agit, par exemple, des mode`les s’appuyant sur une tabulation
de la cine´tique chimique ou, comme dans le cadre de ce travail, des mode`les de type G-e´quation a` vi-
tesse de flamme. Dans ce dernier cas, la vitesse de flamme laminaire apparaˆıt comme l’une des donne´es
d’entre´e du mode`le de vitesse de flamme turbulente. En pratique, celle-ci est ge´ne´ralement tabule´e en
fonction de diffe´rents parame`tres, notamment la richesse du me´lange gazeux, la tempe´rature des gaz
frais et la pression, sur la base de simulations utilisant un sche´ma re´actionnel de´taille´ ou simplifie´.
Comme nous l’avons signale´ dans l’introduction, la de´marche suivie dans ce travail pour les flammes
diphasiques s’inspire directement de la de´marche adopte´e pour les flammes gazeuses dans le cadre des
mode`les a` vitesse de flamme. Il s’agit donc ici, au travers de simulations Euler-Lagrange, de de´terminer
la vitesse d’une flamme laminaire diphasique plane en fonction des caracte´ristiques du me´lange gazeux
(richesse, . . . ) et des poussie`res de graphite (chargement, diame`tre, . . . ). Parmi les hypothe`ses adopte´es,
les simulations s’appuient sur un sche´ma cine´tique a` une e´tape pour la combustion du monoxyde de
carbone et sur une mode´lisation de type Fick pour les flux de masse des diffe´rentes espe`ces. Ces
hypothe`ses simplificatrices sont teste´es dans une premie`re partie de´die´e aux flammes gazeuses afin
de comparer les re´sultats obtenus pour la vitesse de flamme avec les donne´es de la litte´rature. On
s’inte´resse dans une deuxie`me partie aux flammes diphasiques avec une premie`re e´tude de´die´e aux
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effets des caracte´ristiques du filtre sur les profils de tempe´rature et de concentration dans le front
de flamme et sur la vitesse de combustion. Une e´tude de sensibilite´ est ensuite mene´e afin d’estimer
l’influence du chargement et du diame`tre de particule sur la vitesse de combustion. Cette e´tude est
re´alise´e en adoptant les fermetures classiques pour les termes d’e´change. Sur la base des fermetures
propose´es dans les chapitres pre´ce´dents, une premie`re e´tude tenant compte de la fraction volumique
dans les termes d’e´change est e´galement pre´sente´e. L’ensemble des calculs pre´sente´s dans cette partie
sont re´alise´s a` partir du logiciel P2REMICS de´veloppe´ a` l’IRSN.
4.1 Flammes gazeuses
On rappelle dans cette partie, avant d’aborder les flammes diphasiques, quelques caracte´ristiques des
flammes laminaire de pre´me´lange planes 1D non e´tire´es. L’inte´reˆt principal de cette partie re´side dans
la de´finition de la vitesse de flamme laminaire et dans la pre´sentation de la configuration adopte´e pour
nos simulations. Une premie`re e´tude visant a` estimer les pre´dictions des simulations ou` on s’inte´resse
a` l’influence de la richesse du me´lange sur la vitesse de combustion est e´galement pre´sente´e a` la fin de
cette partie.
4.1.1 Rappels sur la structure des flammes laminaires planes
Dans la configuration des flammes de pre´me´lange, le combustible et l’oxydant sont initialement me´-
lange´s avant de re´agir. Une flamme de pre´me´lange, repre´sente´e sche´matiquement sur la figure (4.1) est
caracte´rise´e par l’existence d’un front de flamme mince d’e´paisseur δL se´parant les gaz frais des gaz
bruˆle´s et se propageant a` une vitesse sL
1.
−1 −0.5 0 0.5 1
0
1
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δp δr
Fresh Burnt
x
YF /Y
u
F
T/Tu
ω˙F
Figure 4.1 – Repre´sentation sche´matique de la structure d’une flamme de
pre´me´lange laminaire 1D
Deux zones distinctes sont classiquement identifie´es dans le front de flamme, il s’agit de la zone de
pre´chauffage et de la zone de re´action illustre´es sche´matiquement sur la figure (4.1). La zone de pre´-
chauffage, d’e´paisseur δp, est caracte´rise´e par des forts gradients de tempe´rature et de concentration.
Dans cette zone, les termes re´actifs sont ne´gligeables devant les termes de diffusion et la tempe´rature
s’e´le`ve progressivement jusqu’a` atteindre la tempe´rature d’inflammation du me´lange. La zone de re´-
action, d’e´paisseur plus faible δr, est caracte´rise´e par une e´le´vation brutale de la tempe´rature. Dans
1. Nous avons conserve´ les notations classiques, l’indice L fait re´fe´rence a` une flamme laminaire
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cette zone, les termes re´actifs sont pre´ponde´rants devant les termes de diffusion et les produits de
combustion sont forme´s.
Une caracte´risation plus quantitative de la flamme de´pend de la nature et des caracte´ristiques du
me´lange gazeux. En particulier, la richesse du me´lange est un parame`tre important dans la caracte´ri-
sation des flammes de pre´me´lange. La richesse φ du me´lange est de´finie comme le rapport des fractions
massiques de combustible (note´ F ) et d’oxydant (note´ O) dans le me´lange sur le rapport des fractions
massiques stoechiome´trique :
φ =
(
YF
YO
)(
YF
YO
)−1
st
= νst
(
YF
YO
)
(4.1.1)
Le ratio νst correspond au coefficient stoechiome´trique massique, il est de´fini sur la base du sche´ma
re´actionnel global :
ν′FF + ν
′
OO −→ ν′′PP (4.1.2)
Le coefficient stoechiome´trique massique est alors de´fini par
νst =
(
YO
YF
)
st
=
ν′OWO
ν′FWF
(4.1.3)
Lorsque φ < 1 le me´lange contient plus d’oxydant que de combustible, il est dit pauvre. Dans le cas
inverse, lorsque φ > 1, le me´lange contient plus de combustible que d’oxydant et il est dit riche. Dans
le cas d’une combustion pauvre, le combustible est entie`rement consomme´ et une certaine proportion
d’oxydant reste pre´sente dans les gaz chauds. Dans le cas d’une combustion riche, tout le combustible
n’a pas re´agi et une certaine proportion de combustible imbruˆle´ est pre´sente dans les gaz chauds.
Les e´quations de´crivant l’e´volution d’une flamme de pre´me´lange laminaire plane correspondent aux
e´quations du mode`le multi-constituants re´actif a` faible nombre de Mach pre´sente´ pre´ce´demment et
sont rappele´es ici dans le cas mono-dimensionnel :
∂tρ+ ∂x (ρu) = 0 (4.1.4)
∂t(ρYk) + ∂x (ρuYk) = −∂x (ρYkVk) + ω˙k (4.1.5)
∂t(ρh) + ∂x (ρuh) = ∂x (λ∂xT )− ∂x
Ne∑
k=1
(ρYkVkhk) + ω˙T (4.1.6)
∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2
)
= −∂xp+ ∂x (µ∂xu) (4.1.7)
ou` h correspond a` l’enthalpie sensible du me´lange, Vk est la vitesse de diffusion de l’espe`ce k dans le
me´lange et ou` ω˙T repre´sente la quantite´ de chaleur de´gage´e par les re´actions :
ω˙T = −
Ne∑
k=1
∆h0f,kω˙k (4.1.8)
On rappelle que l’on a adopte´ pour simplifier une loi de Fick pour les vitesses de diffusion et une
hypothe`se d’e´qui-diffusivite´ des espe`ces, c’est-a`-dire :
YkVk = −Dk∂xYk = −D∂xYk (4.1.9)
Si on suppose de plus que le nombre de Lewis Le, construit a` partir de la chaleur spe´cifique du me´lange,
est e´gal a` l’unite´, c’est-a`-dire λ = ρcpD, les e´quations Eqs. (4.1.4)-(4.1.6) s’e´crivent :
∂tρ+ ∂x (ρu) = 0 (4.1.10)
∂t(ρYk) + ∂x (ρuYk) = ∂x (ρD∂xYk) + ω˙k (4.1.11)
∂t(ρh) + ∂x (ρuh) = ∂x
(
λ
cp
∂xh
)
+ ω˙T (4.1.12)
∂t(ρu) + ∂x
(
ρu2
)
= −∂xp+ ∂x (µ∂xu) (4.1.13)
93
Chapitre 4. Simulations de flammes laminaires diphasiques
Dans le cas stationnaire, la vitesse u est de´termine´e par l’e´quation de conservation de la masse
Eq. (4.1.10) et l’e´quation Eq. (4.1.13) est ne´cessaire uniquement pour de´terminer le champ de pression.
En introduisant le changement de variable ξ = x − sat, ou` sa est la vitesse de translation 2 du front
par rapport a` un repe`re fixe, le syste`me pre´ce´dent s’e´crit dans le repe`re lie´ au front d’une flamme en
re´gime stationnaire sous la forme :
−sa∂ξρ+ ∂ξ (ρu) = 0 (4.1.14)
−sa∂ξ (ρYk) + ∂ξ (ρuYk) = ∂ξ (ρD∂ξYk) + ω˙k (4.1.15)
−sa∂ξ (ρh) + ∂ξ (ρuh) = ∂ξ
(
λ
cp
∂ξh
)
+ ω˙T (4.1.16)
L’inte´gration de l’e´quation de conservation de la masse entre les gaz frais ξu et les gaz bruˆle´s ξb conduit
a` la relation suivante pour la vitesse du front sa :
sa (ρu − ρb) = ρuuu − ρbub (4.1.17)
La vitesse de de´placement du front sd est de´finie comme la vitesse du front relativement a` la vitesse
des gaz et est donc donne´e par 3 :
sd = −(sa − u) (4.1.18)
Pour une flamme plane non e´tire´e, la vitesse de flamme sL est de´finie comme la vitesse du front
relativement a` la vitesse des gaz frais et correspond donc a` la relation pre´ce´dente en posant u = uu :
sL = −(sa − uu) = ρbuu − ρbub
ρb − ρu (4.1.19)
De la meˆme manie`re, en inte´grant l’e´quation de conservation de la masse de l’espe`ce k, on retrouve
l’expression de la vitesse de consommation :
sL =
1
ρu
(
Y bk − Y uk
) ξb∫
ξu
ω˙k dξ (4.1.20)
Lorsque k ≡ F , cette relation se simplifie encore pour un me´lange pauvre ou stoechiome´trique puisque
dans ce cas Y bF = 0. Finalement, on peut e´crire la relation suivante entre sd et sL en inte´grant l’e´quation
de conservation de la masse Eq. (4.1.14) entre ξ et ξu :
ρsd = ρusL (4.1.21)
On rappelle que le taux de re´action de l’espe`ce k est de´fini par :
ω˙k =
M∑
j=1
ω˙kj = Wk
M∑
j=1
νkjQj (4.1.22)
ou` ω˙kj est le taux de re´action de l’espe`ce k relatif a` la re´action j, νkj = ν
′′
kj − ν′kj ou` ν′′kj et ν′kj sont
les coefficients stoechiome´triques molaires de l’espe`ce k relatifs a` la re´action j et ou` Qj est le taux
d’avancement de la re´action j. Dans le cas d’une chimie a` une e´tape de type Eq. (4.1.2), on a donc :
ω˙k = WkνkQ (4.1.23)
2. Pour une flamme plane non e´tire´e, les iso-surfaces du front se de´placent a` la meˆme vitesse et sa ne de´pend
pas de l’iso-surface conside´re´e
3. le repe`re utilise´ ici correspond au repe`re fixe, dirige´ vers les gaz bruˆle´s
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On peut donc e´crire :
ω˙T = −
Ne∑
k=1
∆h0f,kω˙k = −
Ne∑
k=1
∆h0f,kWkνkQ = −Qω˙F (4.1.24)
ou` Q est la chaleur de´gage´e par la re´action Eq. (4.1.2) par unite´ de masse du combustible :
Q =
Ne∑
k=1
∆h0f,k
Wkνk
WF νF
(4.1.25)
L’inte´gration de l’e´quation de conservation de l’e´nergie Eq. (4.1.16) entre les gaz frais ξu et les gaz
bruˆle´s ξb conduit ainsi a` la relation :
ρusL (hb − hu) = −Q
ξb∫
ξu
ω˙F dξ (4.1.26)
On obtient ainsi a` partir de la relation Eq. (4.1.20) l’expression suivante pour la tempe´rature des gaz
bruˆle´s qui correspond ici a` la tempe´rature adiabatique de flamme :
Tb =
cup
cbp
Tu +
Q
cbp
(
Y uF − Y bF
)
(4.1.27)
4.1.2 Solution analytique
On rappelle dans cette partie une solution analytique du proble`me dans le cas ou` la re´action se
limite a` un seul re´actif et pour une fermeture line´aire du taux de re´action [48, 98]. Il s’agit ici de
pre´senter une solution analytique qui repre´sentera un cas de re´fe´rence pour une premie`re validation des
simulations nume´riques. Le lecteur inte´resse´ pourra se reporter a` [98] pour une revue bibliographique
des de´veloppements analytiques pour diffe´rents types de fermeture du taux de re´action et a` [40] pour
une extension au cas de deux re´actifs. Le sche´ma re´actionnel conside´re´ ici s’e´crit :
R −→ P (4.1.28)
Ce type de re´action constitue un cas limite du sche´ma re´actionnel Eq. (4.1.2) pour un me´lange tre`s
pauvre, c’est-a`-dire un me´lange pour lequel le combustible est entie`rement consomme´ et la fraction
massique d’oxydant demeure quasi-inchange´e dans les gaz bruˆle´s [98]. Le cas limite s’obtient en posant
ν′O = 0 et on doit avoir ν
′′
PWP = ν
′
FWF pour assurer la conservation de la masse, de sorte que
WP = WF pour la re´action unimolaire Eq. (4.1.28). Dans ces conditions, les e´quations de´crivant
l’e´volution de la flamme s’e´crivent :
∂tρ+ ∂x (ρu) = 0 (4.1.29)
∂t(ρYF ) + ∂x (ρuYF ) = ∂x (ρD∂xYF ) + ω˙F (4.1.30)
∂t(ρh) + ∂x (ρuh) = ∂x
(
λ
cp
∂xh
)
−Qω˙F (4.1.31)
Les e´quations Eqs. (4.1.30) et (4.1.31) peuvent s’e´crire sous une autre forme en introduisant les variables
re´duites Y et Θ de´finies par :
Y =
YF − Y bF
Y uF − Y bF
, Θ =
h− hu
hb − hu (4.1.32)
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En pratique, la variable re´duite Y peut aussi s’e´crire ici Y/Y uF puisque pour une flamme pauvre Y
b
F = 0.
A partir de l’expression Eq. (4.1.27) pour la tempe´rature adiabatique de flamme, la variable re´duite
Θ s’e´crit sous la forme e´quivalente :
Θ =
h− hu
Q
(
Y uF − Y bF
) (4.1.33)
En introduisant les variables re´duites, les e´quations Eqs. (4.1.30) et (4.1.31) s’e´crivent ainsi sous la
forme :
∂t(ρY ) + ∂x (ρuY ) = ∂x (ρD∂xY ) + ω˙F
(
Y uF − Y bF
)−1
(4.1.34)
∂t(ρΘ) + ∂x (ρuΘ) = ∂x
(
λ
cp
∂xΘ
)
− ω˙F
(
Y uF − Y bF
)−1
(4.1.35)
On rappelle que la forme Eq. (4.1.35) pour l’e´quation d’e´nergie, en particulier l’expression des termes
de diffusion, correspond a` un nombre de Lewis e´gal a` l’unite´, on obtient donc en sommant les e´quations
pre´ce´dentes l’e´quation de transport suivante pour Y + Θ :
∂t(ρ (Y + Θ)) + ∂x (ρu (Y + Θ)) = ∂x (ρD∂x (Y + Θ)) (4.1.36)
Puisque par de´finition Y + Θ = 1 aussi bien dans les gaz frais que dans les gaz bruˆle´s, la solution
stationnaire de Eq. (4.1.36) est donne´e par :
Y + Θ = 1 (4.1.37)
Dans le cas instationnaire, Eq. (4.1.37) est aussi solution si la condition initiale ve´rifie Y + Θ = 1.
Ainsi, il suffit de re´soudre uniquement l’e´quation pour la tempe´rature re´duite Θ, la variable Y est
de´duite de Eq. (4.1.37). L’expression du taux de re´action propose´e dans [48] s’appuie sur une forme
simplifie´e du mode`le d’Arrhenius qui peut s’e´crire ici pour une re´action du premier ordre et dans le
cas d’une flamme pauvre sous la forme :
ω˙F = BρYF exp
(
−Ta
T
)
(4.1.38)
ou` B est le facteur pre´-exponentiel et Ta la tempe´rature d’activation. En introduisant les variables
re´duites Y et Θ, le taux de re´action s’e´crit :
ω˙F = Bρ (1−Θ) exp
(
− β/α
1− α(1−Θ)
)
(4.1.39)
ou` α et β sont donne´s par :
α =
hb − hu
hb
, β = α
cpTa
hb
(4.1.40)
La pression thermodynamique restant constante en espace pour le mode`le bas Mach, on a ici dans le
cas d’une re´action unimolaire ρbTb = ρuTu. Si on suppose que la chaleur spe´cifique du me´lange reste
constante, c’est-a`-dire cp = c
u
p = c
b
p, la masse volumique s’e´crit alors en fonction de Θ sous la forme :
ρ = ρu
1− α
1 + α (Θ− 1) (4.1.41)
La forme simplifie´e du taux de re´action s’appuie sur l’identification dans la flamme d’une zone de
pre´chauffage ou` le terme re´actif est ne´gligeable et une zone de re´action ou` le terme re´actif est pre´pon-
de´rant. Ces deux zones sont se´pare´es par une tempe´rature critique Θc mesurant l’importance relative
de ces zones. A partir des relations Eqs. (4.1.39) et (4.1.41), le taux de re´action s’e´crit comme une
96
4.1. Flammes gazeuses
fonction de Θ seulement et on peut estimer la tempe´rature critique a` partir du maximum de la fonction
ω˙F (Θ). En pratique β  α et on retrouve l’estimateur obtenu par une analyse asymptotique :
Θc = 1− 1
α+ β
' 1− 1
β
(4.1.42)
La fermeture simplifie´e du taux de re´action s’e´crit alors :
ω˙F = ρR (1−Θ)H (Θ−Θc) (4.1.43)
ou` H est la fonction de Heaviside et R une constante de calibration du mode`le obtenue en pratique
a` partir de la de´finition Eq. (4.1.20) pour la vitesse de consommation. La solution du proble`me est
donne´e par la re´solution de l’e´quation pour Θ rappele´e ci-dessous sous forme non conservative dans le
repe`re lie´ au front et en utilisant la relation Eq. (4.1.21) :
ρusL∂ξΘ = ∂ξ
(
λ
cp
∂ξΘ
)
− ω˙F
Y uF
(4.1.44)
L’e´quation Eq. (4.1.44) peut encore s’e´crire sous une forme plus simple en utilisant la transformation
s’appuyant sur l’estimateur de Zeldovich pour l’e´paisseur de la zone de pre´chauffage δp :
ζ =
ξ∫
0
λu
λ
1
δp
dξ , δp =
Du
sL
=
λ
ρucpsL
(4.1.45)
On a alors ∂ξ = δ
−1
p ∂ζ et l’e´quation pour la tempe´rature re´duite s’e´crit :
∂ζΘ = ∂
2
ζΘ− Λω˙ (4.1.46)
ou` Λ est le parame`tre de flamme et ω˙ un taux de re´action re´duit :
Λ =
λ
(ρusL)
2
cp
ρR
Y uF
, ω˙ = (1−Θ)H (Θ−Θc) (4.1.47)
La re´solution analytique de Eq. (4.1.46) s’appuie sur l’hypothe`se d’un parame`tre de flamme Λ constant.
L’hypothe`se adopte´e dans [48] consiste alors a` poser λ = λuT/Tu de manie`re a` supprimer la de´pendance
en tempe´rature introduite par ρ. Une solution alternative propose´e dans [98] consiste a` adopter une
conductivite´ thermique constante λ = λu et a` remplacer ρ par ρu dans la de´finition Eq. (4.1.43) du
taux de re´action :
ω˙F = ρuR (1−Θ)H (Θ−Θc) (4.1.48)
Dans les deux cas, la solution analytique est donne´e par :
Θ(ξ) =
(
1− β−1) exp( ξ
δp
)
pour ξ ≤ 0 , Θ(ξ) = 1− β−1 exp
(
Γξ
δp
)
pour ξ > 0 (4.1.49)
avec :
Γ =
1
2δp
(
1−
√
1 + 4
Rδp
sL
)
(4.1.50)
La constante de calibration est de´termine´e a` partir de la vitesse de consommation :
R = β (β − 1) s
2
L
Du
(4.1.51)
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4.1.3 Simulations mono-dimensionnelles
4.1.3.1 Configuration et allumage
Les simulations mono-dimensionnelles de flamme de pre´me´lange sont mene´es sur un maillage uniforme
de type mono-dimensionnel, c’est-a`-dire comportant une seule maille dans les directions transverses au
sens de propagation. La configuration des simulations correspond a` un allumage au centre du domaine
et un front de flamme se propageant librement vers les gaz frais dans le sens x < 0 et x > 0 sous
l’effet de la dilatation des gaz bruˆle´s derrie`re le front de flamme. En tenant compte de la syme´trie du
proble`me, le domaine de calcul correspond a` celui illustre´ sur la figure (4.2) avec un allumage re´alise´
en fin de domaine pour x ≥ xa et une flamme se propageant vers les gaz frais dans le sens x < 0.
gaz frais
ρu , Tu
uu
gaz bruˆle´s
ρb , Tb sy
m
e´t
ri
e
sL
xa0 L
Figure 4.2 – Configuration des simulations mono-dimensionnelles de flamme
de pre´me´lange
Les conditions aux limites du coˆte´ des gaz bruˆle´s correspondent a` une condition de syme´trie tandis
que du coˆte´ des gaz frais les conditions aux limites correspondent a` une condition libre de sortie. Cette
dernie`re condition assure une pression thermodynamique constante au cours du temps. Les conditions
initiales correspondent au type d’allumage utilise´ :
— Le premier type d’allumage conside´re´, note´ A1, est classique et consiste en un me´lange initial
constitue´ des gaz frais a` la tempe´rature Tu pour x ≤ xa et une tempe´rature Ta ≥ Tb dans la
zone d’allumage pour x > xa,
— Le deuxie`me type d’allumage, note´ A2, est similaire mais consiste a` calculer la tempe´rature dans
la zone d’allumage en fixant la tempe´rature Ta uniquement dans le terme source d’Arrhenius.
4.1.3.2 Comparaison avec la solution analytique
On pre´sente dans cette partie une premie`re validation en comparant les re´sultats des simulations avec
la solution analytique pre´sente´e pre´ce´demment. La vitesse de flamme e´tant connue, on s’inte´resse ici a`
la qualite´ pre´dictive des simulations en fonction de diffe´rents parame`tres (configuration de l’allumage,
nombre de mailles dans l’e´paisseur du front de flamme, . . . ).
Les e´quations re´solues correspondent aux e´quations Eqs. (4.1.10)-(4.1.13) pour lesquelles on adopte
les hypothe`ses suivantes correspondant a` la solution analytique :
— Le me´lange est constitue´ d’une seule espe`ce re´active, YF
— Les produits et les re´actifs ont la meˆme masse molaire, WF = WP = W
— La chaleur spe´cifique du me´lange reste constante
— Les diffusivite´s massiques des re´actifs et des produits sont e´gales
— Le taux de re´action est donne´ par la relation Eq. (4.1.48)
Les proprie´te´s physiques utilise´es sont regroupe´es dans le tableau (4.1), elles correspondent en ordre
de grandeur aux proprie´te´s physiques de la combustion stoechiome´trique du monoxyde de carbone. Le
taux de re´action e´tant donne´ par la relation Eq. (4.1.48), la conductivite´ thermique ne de´pend pas de
la tempe´rature et est donc suppose´e constante. La constante de calibration de la relation Eq. (4.1.51)
est de´termine´e pour sL = 0.1 m.s
−1. La longueur du domaine est fixe´e a` L = 0.01 m et le pas d’espace
est donne´ par δx = δp/20 ou` δp est la zone de pre´chauffage donne´e par la relation Eq. (4.1.45). Pour
les deux types d’allumage, la zone d’allumage est limite´e a` 2δx.
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ρu (kg.m
−3) cp (J.kg−1.K−1) λ (W.m−1.K−1) W (kg.mol−1) α β
1.137 103 0.026 28 10−3 0.86 10
Table 4.1 – Proprie´te´s physiques utilise´es pour les comparaisons avec la solu-
tion analytique de la propagation d’une flamme de pre´me´lange
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Figure 4.3 – Evolution de la vitesse de flamme sL en fonction du temps
de´termine´e a` partir de la condition de saut Eq. (4.1.19) et par inte´gration du
terme source Eq. (4.1.20) pour les deux types d’allumage
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Figure 4.4 – Profil de tempe´rature dans le front de flamme
Les vitesses de flamme estime´es a` partir de la condition de saut Eq. (4.1.19) et par inte´gration du terme
source Eq. (4.1.20) sont reporte´es sur la figure (4.3) pour les deux types d’allumage. Dans les deux
cas, des oscillations sont observe´es dues a` la fonction de Heaviside utilise´ pour l’expression simplifie´e
du taux de re´action. En pratique, l’amplitude des oscillations est proportionelle au pas d’espace du
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maillage mais la valeur moyenne reste proche de la valeur attendue sL = 0.1 m.s
−1. En revanche, le
deuxie`me type d’allumage permet d’obtenir beaucoup plus rapidement un re´gime stationnaire. On
ve´rifie e´galement dans ce re´gime que la solution correspond bien a` une onde progressive, par exemple
pour le profil de tempe´rature dans le front de flamme illustre´ sur la figure (4.4) on ve´rifie bien T (x, t2) =
T (x− sa(t2 − t1), t1) ou` sa = sL + uf est la vitesse de l’onde progressive.
4.1.3.3 Pre´dictions du sche´ma cine´tique a` une e´tape
Avant d’aborder la combustion de particules de graphite, on s’inte´resse dans cette partie aux qualite´s
pre´dictives du sche´ma cine´tique utilise´ pour la combustion du monoxyde de carbone. On s’inte´resse
en particulier a` l’e´volution de la vitesse laminaire de flamme en fonction de la richesse du me´lange.
L’ensemble des proprie´te´s physiques utilise´es sont regroupe´es dans le tableau (4.2).
cp (J.kg
−1.K−1) Pr Sc µ0 (Pa.s) T0 (K) T1 (K)
103 0.7 0.7 1.7 10−5 273 110.5
Table 4.2 – Proprie´te´s physiques utilise´es pour les pre´dictions du sche´ma
cine´tique a` une e´tape
La chaleur spe´cifique du me´lange est suppose´e constante en revanche, contrairement au cas pre´ce´dent,
les coefficients de diffusion thermique et massique sont fonction de la tempe´rature. La conductivite´
thermique et le coefficient de diffusion massique sont e´value´s respectivement a` partir d’un nombre de
Prandtl constant Pr et d’un nombre de Schmidt constant Sc, avec Sc = Pr sous l’hypothe`se Le = 1 :
λ =
µcp
Pr
, D =
µ
ρSc
(4.1.52)
ou` la viscosite´ du me´lange gazeux est donne´e par la loi de Sutherland :
µ(T ) = µ0
T0 + T1
T + T1
(
T
T0
)1.5
(4.1.53)
ou` µ0, T0 et T1 sont les coefficients de la loi. On rappelle que le sche´ma cine´tique conside´re´ s’identifie
a` l’e´quation de chimie globale :
CO +
1
2
O2 −→ CO2
Le sche´ma cine´tique adopte´ correspond a` celui propose´ par Howard et al. [67] pour lequel la vapeur
d’eau pre´sente dans le me´lange en faible quantite´ est conside´re´e comme une espe`ce inerte jouant le
roˆle de catalyseur :
ω˙ = B
(
ρYCO
WCO
)(
ρYO2
WO2
) 1
2
(
ρYH2O
WH2O
) 1
2
exp
(−Ta
T
)
(4.1.54)
Les valeurs adopte´es pour le facteur pre´-exponentiel et la tempe´rature d’activation sont regroupe´es dans
le tableau (4.3). Les enthalpies de formation molaires sont donne´es par ∆h0f,CO = −110.5 kJ.mol−1
et ∆h0f,CO2 = −393.5 kJ.mol−1 [74] de sorte que la chaleur de´gage´e par la re´action correspond a`
Q = 107 J.kg−1.
Le me´lange conside´re´ pour la combustion du monoxyde de carbone dans l’air est donc constitue´ de
cinq espe`ces, le combustible CO, l’oxydant O2, le produit CO2 ainsi que les deux inertes N2 et H2O.
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B (kg.m−3.s−1) Ta (K) Q (J.kg−1)
1.3 108 15098 107
Table 4.3 – Parame`tres associe´s au taux de re´action Eq. (4.1.54) de la re´action
homoge`ne
Afin de se comparer aux donne´es de la litte´rature pour lesquelles une faible quantite´ de dihydroge`ne est
e´galement pre´sente, on reprend ici la simplification adopte´e dans la re´duction des sche´mas cine´tiques
pour la combustion du monoxyde de carbone [116] consistant a` de´finir une fraction molaire effective
de vapeur d’eau comme la somme des fractions molaires de vapeur d’eau et de dihydroge`ne. Les
simulations sont alors re´alise´es avec f = 0.21 et g = 0.0285 ou` f repre´sente le facteur de dilution de
l’oxyge`ne dans l’air et g la proportion de vapeur d’eau et de dihydroge`ne dans le me´lange combustible :
f =
XO2
XN2 +XO2
, g =
XH2O
XCO +XH2O
Sur la base de l’e´tude re´alise´e dans la section pre´ce´dente, le type d’allumage A2 est retenu ici. Contrai-
rement au cas de validation pre´ce´dent pour lequel le taux de re´action e´tait mode´lise´ sur la base d’une
fonction de Heaviside, la figure (4.5) montre qu’une expression classique suivant une loi d’Arrhenius
conduit a` un re´gime stationnaire pour la vitesse de flamme sans oscillations.
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Figure 4.5 – Evolution de la vitesse de flamme sL en fonction du temps apre`s
allumage pour le sche´ma cine´tique a` une e´tape
Les re´sultats des simulations sont compare´s sur la figure (4.6) aux donne´es expe´rimentales reporte´es
dans [78, 116] pour quatre valeurs de fraction molaire de monoxyde de carbone XCO = 0.3, 0.4, 0.5 et
0.6 pour P = 1 atm et T = 300 K. On pre´sente e´galement sur la figure (4.6) l’e´volution de la vitesse
laminaire de flamme en fonction de la richesse φ pour le meˆme facteur de dilution f = 0.21 mais pour
une fraction molaire de vapeur d’eau fixe´e XH2O = 0.001. Les re´sultats des simulations sont compare´s
aux donne´es reporte´es dans [117] obtenues a` partir d’un sche´ma re´actionnel de´taille´. Dans ce cas, a`
partir de la de´finition de la richesse, des facteurs de dilution f et g et de la conservation de la masse
(i.e. la somme des fractions molaires doit eˆtre e´gale a` 1), la fraction molaire de monoxyde de carbone
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est donne´e par :
XCO =
2φ (1−XH2O)
2φ+ 1 + (1− f)f−1
Les re´sultats obtenus montrent que malgre´ les nombreuses simplifications adopte´es (chimie a` une e´tape,
equi-diffusion, . . . ), la vitesse de flamme laminaire est correctement pre´dite malgre´ des e´carts obser-
ve´s pour XCO > 0.5. De meilleures pre´dictions pourraient eˆtre obtenues en adoptant par exemple
l’approche propose´e dans [15] pour un sche´ma cine´tique a` une e´tape. Ce travail constituant une pre-
mie`re e´tape dans la pre´diction de la vitesse de combustion laminaire d’un me´lange gaz-poussie`res, ces
ame´liorations ne seront pas retenues.
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Figure 4.6 – Pre´dictions du sche´ma cine´tique a` une e´tape en fonction de la
composition du me´lange
4.2 Flammes diphasiques
On s’inte´resse dans cette partie aux flammes laminaires diphasiques et on pre´sente une premie`re e´tude
sur la combustion d’un nuage monodisperse de particules de graphite. La configuration adopte´e pour les
simulations est similaire a` celle adopte´e pre´ce´demment pour les flammes gazeuses et est de´taille´e dans
la premie`re section. Dans une premie`re approche, la plupart des simulations pre´sente´es ici s’appuient
sur les fermetures classiques des termes d’e´change pre´sente´es dans le premier chapitre. Afin d’alle´ger
la pre´sentation, les notations spe´cifiques aux grandeurs filtre´es sont omises.
4.2.1 Configuration et allumage
Les simulations mono-dimensionnelles de flamme diphasique sont mene´es comme pour les flammes de
pre´me´lange sur un maillage uniforme de type mono-dimensionnel. La configuration des simulations
correspond a` celle illustre´e sur la figure (4.7) ou` les particules de graphite sont initialement distribue´es
de manie`re homoge`ne dans tout le domaine. La longueur du domaine dans les directions transverses
au sens de propagation de la flamme est donne´e par la distance initiale inter-particules :
Lp = dp
(
pi
6αp
)1/3
(4.2.1)
L’allumage est re´alise´ en fin de domaine pour x ≥ xa de manie`re similaire au mode d’allumage A2
de´crit dans la section pre´ce´dente, c’est-a`-dire en fixant la tempe´rature uniquement dans les termes
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sources d’Arrhenius correspondants aux re´actions homoge`ne et he´te´roge`ne. La flamme se propage vers
le me´lange constitue´ par les gaz frais et les particules de graphite non oxyde´es dans le sens x < 0 alors
que les gaz bruˆle´s et les particules partiellement oxyde´es sortent du domaine en x = L sous l’effet de
la dilatation des gaz derrie`re le front de flamme.
gaz frais
ρu , Tu
uu
gaz bruˆle´s
ρb , Tb sy
m
e´t
ri
e
sL
xa0 L
Figure 4.7 – Configuration des simulations mono-dimensionnelles de flamme
diphasique
Les proprie´te´s physiques du me´lange gazeux sont les meˆmes que celles adopte´es dans la section pre´ce´-
dente, les proprie´te´s des particules de graphite sont regroupe´es dans le tableau (4.4).
ρ (kg.m−3) cp (J.kg−1.K−1) ∆h (J.kg−1)
2200 709 9.2 106
Table 4.4 – Proprie´te´s physiques des particules de graphite
4.2.2 Choix du filtre
On s’inte´resse dans un premier temps aux effets des caracte´ristiques du filtre sur la vitesse de propaga-
tion de la flamme ainsi que sur les profils de tempe´rature et de fraction massique de la phase gazeuse
continue. Etant donne´ la ge´ome´trie du proble`me, on conside`re dans un premier temps le filtre boˆıte
de´fini par :
gu(x) =
3∏
i=1
R(xi) (4.2.2)
ou` R est la fonction porte mono-dimensionnelle de´finie par :
R(x) =

1
bu
si |x| < bu
2
1
2bu
si |x| = bu
2
0 si |x| > bu
2
(4.2.3)
ou` bu correspond au support de la fonction porte s’indentifiant a` la taille caracte´ristique du filtre. Le
milieu e´tant suppose´ homoge`ne dans les directions transverses au sens de propagation de la flamme,
des particules fictives espace´es de la distance initiale inter-particules Lp sont prises en compte dans
les directions transverses sur une e´paisseur correspondant au support de la fonction. Des particules
fictives sont e´galement prises en compte dans la direction correspondant au sens de propagation de la
flamme lorsque la distance entre la position de la particule xp et le bord du domaine x = 0 ou L est
infe´rieur au support [130].
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En pratique, la taille caracte´ristique du filtre doit eˆtre suffisamment grande pour filtrer les fluctuations
a` petite e´chelle jouant ainsi le roˆle de filtre passe-bas mais elle doit e´galement rester petite devant
l’e´chelle d’observation macroscopique. Il faut donc s’attendre, particulie`rement pour le filtre boˆıte, a`
ce que la taille du filtre soit fonction de la fraction volumique de particules [122]. On se propose ici
d’illustrer les caracte´ristiques du filtre pour un chargement σp = 100 g.m
−3, des particules de graphite
de diame`tre dp = 2 10
−5 m et une richesse gazeuse initiale nulle.
Les mauvaises proprie´te´s attendues [34] du filtre boˆıte ou` subsistent encore des fluctuations sont illus-
tre´es sur la figure (4.9) pour le profil de fraction volumique αp obtenus pour bu = 2Lp, 4Lp et 6Lp.
En pratique, les vitesses de propagation du front obtenues pour ces trois largeurs de filtre sont quasi-
identiques et le de´calage en abscisse des profils correspond a` un transitoire diffe´rent associe´ a` l’allumage.
En revanche, comme attendu, une augmentation de la largeur de filtre a pour effet d’e´taler les profils
dans le front de flamme.
Si un filtre gaussien est souvent utilise´ (e.g. [130]), on se propose ici d’e´tudier deux autres filtres dont
les proprie´te´s sont discute´es dans [34]. Le premier filtre conside´re´ est le filtre triangulaire obtenu par
convolution du filtre boˆıte :
g∧(x) = gu ∗ gu(x) =
3∏
i=1
T (xi) (4.2.4)
ou` T est la fonction triangulaire mono-dimensionnelle de´finie par :
T (x) =

2
b∧
(
1− 2
b∧
|x|
)
si |x| < b∧
2
0 si |x| ≥ b∧
2
(4.2.5)
ou` b∧ est le support de la fonction triangulaire donne´ par b∧ = 2bu. Le deuxie`me filtre conside´re´ obtenu
par une convolution triple du filtre boˆıte est plus proche du filtre gaussien :
g∩(x) = gu ∗ gu ∗ gu(x) =
3∏
i=1
Q(xi) (4.2.6)
ou` Q est la fonction quadratique mono-dimensionnelle de´finie par :
Q(x) =

9
b∩
(
1
4
− 3
b2∩
x2
)
si |x| < b∩
6
27 (b∩ − 2|x|)2
8b3∩
si
b∩
6
≤ |x| < b∩
2
0 si |x| ≥ b∩
2
(4.2.7)
ou` b∩ est le support de la fonction triangulaire donne´ par b∩ = 3bu. Les trois filtres mono-dimensionnels
sont illustre´s sur la figure (4.8) pour bu = 1.
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Figure 4.8 – Filtres mono-dimensionnels gu, g∧ et g∩ pour bu = 1
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Figure 4.9 – Profils de fraction volumique solide et de tempe´rature dans le
cas du filtre boˆıte
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Figure 4.10 – Profils de fraction volumique solide et de tempe´rature dans le
cas du filtre triangulaire
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Figure 4.11 – Profils de fraction volumique solide et de tempe´rature dans le
cas du filtre quadratique
105
Chapitre 4. Simulations de flammes laminaires diphasiques
8 · 10−29 · 10−2 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14
500
1,000
1,500
2,000
2,500
3,000
x (m)
T
(K
)
T
Tp
8 · 10−29 · 10−2 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14
500
1,000
1,500
2,000
2,500
3,000
x (m)
T
(K
)
T
Tp
Figure 4.12 – Profils de tempe´rature dans la phase continue et tempe´rature
de particule pour bu = 2Lp (gauche) et bu = 6Lp (droite).
Si les filtres triangulaire et quadratique permettent d’atte´nuer de manie`re significative les fluctuations
du profil de fraction volumique pour bu ≥ 4Lp, seul le filtre quadratique filtre la totalite´ des fluctuations
a` petite e´chelle pour bu ≥ 6Lp. En revanche, si la structure de flamme semble rester inchange´e,
la vitesse moyenne de propagation du front de combustion de´pend de la taille caracte´ristique du
filtre. La de´termination de cette vitesse moyenne fait l’objet de la prochaine section mais on peut ici
anticiper les re´sultats au travers des profils de fraction volumique ou de tempe´rature. Les re´sultats
obtenus montrent qu’une augmentation de la taille caracte´ristique du filtre vient augmenter la vitesse
de propagation quelque soit la forme du filtre conside´re´e. Ce comportement n’est pas surprenant
puisqu’une augmentation de la taille du filtre conduit a` une diffusion effective plus importante et,
dans le cas purement gazeux, on rappelle que la vitesse de flamme varie comme la racine carre´e du
coefficient de diffusion [98]. Des variations de l’ordre de 15% peuvent eˆtre observe´es sur les vitesses
de flamme en fonction de la taille du filtre mettant ainsi en e´vidence le proble`me de la se´paration
d’e´chelle dans les cas les plus pe´nalisant (chargement, . . . ). Dans les configuration e´tudie´es, l’e´paisseur
caracte´ristique du front de flamme est grande devant le diame`tre des particules mais est du meˆme
ordre de grandeur que la taille caracte´ristique du filtre retenue en pratique pour filtrer les fluctuations
a` petite e´chelle, en particulier les fluctuations associe´es au profil de fraction volumique. Ne´anmoins,
la taille caracte´ristique du filtre retenue dans cette e´tude est probablement surestime´e principalement
en raison de la configuration adopte´e dans les dimensions transverses a` la direction de propagation de
flamme. D’autres filtres, en particulier le filtre gaussien, peuvent e´galement eˆtre mis en œuvre mais on
se limitera dans la suite de ce travail au filtre quadratique avec bu = 6Lp lorsque la largeur de filtre
n’est pas pre´cise´e.
4.2.3 De´termination de la vitesse du front de flamme
On s’inte´resse dans cette partie a` la de´termination de la vitesse du front de flamme dans la meˆme
configuration pre´ce´dente, c’est-a`-dire pour un chargement σp = 100 g.m
−3 de particules de graphite
de diame`tre dp = 2 10
−5 m et une richesse gazeuse initiale nulle.
Une estimation de la vitesse de flamme peut eˆtre obtenue a` partir de la condition de saut Eq. (4.1.19)
pour la masse volumique du me´lange gazeux. La vitesse obtenue est illustre´e sur la figure (4.13)
pour les trois largeurs de filtre conside´re´es pre´ce´demment, c’est-a`-dire bu = 2Lp, 4Lp et 6Lp. Dans
les trois cas, la vitesse de combustion pre´sente, apre`s une phase transitoire associe´e a` l’allumage,
un re´gime quasi-stationnaire marque´ par des oscillations quasi-pe´riodiques similaires a` celles observe´es
dans [24]. La valeur moyenne en temps, sL ' 3 cm.s−1, est sensiblement la meˆme pour les trois largeurs
de filtre et, comme dans [24], l’intervalle de temps entre deux oscillations δt ' 0.015 s correspond
approximativement au temps mis par le front de flamme pour parcourir la distance inter-particule
106
4.2. Flammes diphasiques
Lp = 4.52 10
−4 m. Dans le re´gime quasi-stationnaire, on ve´rifie bien sur la figure (4.14) ou` sont reporte´s
les profils de fraction volumique et de tempe´rature que la vitesse moyenne obtenue correspond bien a`
la vitesse d’une onde progressive puisqu’on a αp(x, t2) = αp(x − sa(t2 − t1), t1) et T (x, t2) = T (x −
sa(t2 − t1), t1) ou` sa = sL + uf est la vitesse de l’onde progressive.
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Figure 4.13 – Evolution de la vitesse de combustion a` partir de la condition
de saut Eq. (4.1.19) pour un chargement σp = 100 g.m
−3, un diame`tre dp =
2 10−5 m et une richesse gazeuse initiale nulle.
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Figure 4.14 – Profils de fraction volumique et de tempe´rature dans le front de
flamme aux instants t1 et t2 dans le re´gime quasi-stationnaire et comparaison
avec le profil de l’onde progressive f(x) ≡ f(x− sa(t2 − t1), t1)
4.2.4 Caracte´ristiques des flammes
On s’inte´resse dans cette partie aux caracte´ristiques de la flamme, principalement la vitesse laminaire
de combustion, en fonction de diffe´rents parame`tres caracte´risant le nuage de poussie`res. Il existe
relativement peu de donne´es disponibles dans la litte´rature sur la propagation de flammes dans un
nuage de particules de graphite, principalement en raison d’une faible re´activite´ des poudres de graphite
pur (extinction, stabilisation difficile, . . . ) [7, 31]. On se propose ici pour cette premie`re e´tude d’estimer
l’influence du chargement σp et du diame`tre de particule dp. En raison des simplifications adopte´es
(sche´ma cine´tique a` une e´tape, equi-diffusion massique, . . . ), les simulations pre´sente´es ici se veulent
essentiellement qualitatives. On rappelle e´galement que, dans une premie`re approche, les fermetures
adopte´es pour les termes d’e´change correspondent aux fermetures classiques. Une premie`re e´tude tenant
compte de la fraction volumique dans les termes d’e´change sur la base d’une approximation quasi-
stationnaire ne´gligeant les interactions entre particules est ne´anmoins pre´sente´e a` la fin de cette partie.
4.2.4.1 Influence du chargement
Afin de pouvoir comparer les re´sultats des simulations aux donne´es disponibles dans [7], on s’inte´resse
dans un premier temps a` l’influence du chargement σp pour des particules de diame`tre dp = 8 10
−6 m
et une richesse gazeuse initiale nulle. Les re´sultats obtenus reporte´s sur la figure (4.15) pour des
chargements σp = 100 - 350 g.m
−3 viennent illustrer la faible re´activite´ des poudres de graphite pur
avec des vitesses de flamme relativement faibles de l’ordre de 6 cm.s−1. Comme nous l’avons signale´
pre´ce´demment, les pre´dictions pre´sente´es ici se veulent essentiellement qualitatives. Ne´anmoins, les
vitesses de flamme pre´dites sont du meˆme ordre de grandeur que celles reporte´es dans [7], entre 7 et
11 cm.s−1 pour un chargement compris entre 100 et 230 g.m−3. On retrouve e´galement la tendance
reporte´e dans [7] avec une vitesse de combustion maximale obtenue pour un chargement de l’ordre de
230 g.m−3.
Dans [7], les faibles niveaux de vitesse de flamme observe´s sont, en partie, attribue´s au faible pour-
centage de matie`re volatile pre´sente dans les particules. Si les re´sultats pre´sente´s ici ne prennent pas
en compte de matie`re volatile, des simulations ont e´galement e´te´ re´alise´es pour une richesse gazeuse
initiale non nulle fonction de la proportion de matie`re volatile pre´sente dans les particules. On de´finit
ici la fraction molaire initiale de monoxyde de carbone dans le me´lange gazeux a` partir de la proportion
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de matie`re volatile vm par la relation :
XCO =
vm
WCO
σp
RT
Pth
(4.2.8)
Les re´sultats reporte´s sur la figure (4.15) pour une proportion de matie`re volatile vm = 0.2 mettent bien
en e´vidence une augmentation de la vitesse de flamme, d’autant plus marque´e pour des chargements
e´leve´s. On retrouve ainsi les tendances reporte´es dans [7] meˆme si les niveaux de vitesse obtenus a`
partir des simulations restent infe´rieurs aux niveaux expe´rimentaux.
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Figure 4.15 – Influence du chargement et de la richesse gazeuse initiale sur
la vitesse de flamme
Les profils de fraction massique et de tempe´rature dans le front de flamme dans le cas vm = 0 et
vm = 0.2 sont illustre´s sur la figure (4.16) pour le chargement σp = 100 g.m
−3 et sur la figure (4.17)
pour σp = 300 g.m
−3. Ces deux chargements correspondent respectivement a` une richesse globale de
0.97 et 2.93. La richesse globale du me´lange correspond a` la re´action globale pour le me´lange gaz-
particules :
C(s) + O2 −→ CO2
Le premier chargement correspond ainsi a` un me´lange pauvre pour lequel les particules de graphite sont
entie`rement oxyde´es et une certaine proportion d’oxydant reste pre´sente dans les gaz bruˆle´s comme
illustre´ sur la figure (4.16). A l’inverse, les profils illustre´s sur la figure (4.17) pour le chargement
σp = 300 g.m
−3 correspondent a` un me´lange riche pour lequel une certaine proportion de particules
reste pre´sente dans les gaz bruˆle´s. Ces dernie`res se comportent dans cette zone comme des particules
inertes, l’oxydant ayant e´te´ entie`rement consomme´.
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Figure 4.16 – Structure du front de flamme pour le chargement σp =
100 g.m−3 dans le cas vm = 0 (gauche) et vm = 0.2 (droite)
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Figure 4.17 – Structure du front de flamme pour le chargement σp =
300 g.m−3 dans le cas vm = 0 (gauche) et vm = 0.2 (droite)
4.2.4.2 Influence du diame`tre de particule
Une e´tude de sensibilite´ a e´galement e´te´ mene´e en fonction du diame`tre de particule. Cette e´tude a e´te´
re´alise´e pour un chargement σp = 150 g.m
−3 correspondant a` un me´lange proche de la stoechiome´trie.
Les re´sultats obtenus reporte´s sur la figure (4.18) pour des diame`tres compris entre 4 et 20 10−6 m sont
conformes aux tendances reporte´es dans [7, 31] indiquant une diminution de la vitesse de combustion
avec une augmentation du diame`tre de particule, tout du moins dans le cas d’un me´lange pauve ou
proche de la stoechiome´trie. Dans le cas d’un me´lange riche, une tendance inverse peut eˆtre observe´e
[127] mais semble ne pas eˆtre retrouve´e ici dans le cas du chargement σp = 300 g.m
−3.
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Figure 4.18 – Influence du diame`tre de particule sur la vitesse de flamme
4.2.4.3 Influence des fermetures adopte´es pour les termes d’e´change
On s’inte´resse dans cette partie a` l’influence des fermetures adopte´es pour les termes d’e´change. On se
limite dans cette premie`re e´tude aux fermetures quasi-stationnaires et aux approximations diagonales
dites lumped des e´changes de masse et de chaleur pre´sente´s dans les chapitres 2 et 3.
On rappelle que dans le cadre des fermetures classiques, les coefficients d’e´change s’e´crivent, lorsqu’on
peut ne´gliger les e´carts de vitesse, sous la forme :
hp =
10piα2βλβdp
9
(
1− (1− αβ)
1
3
)
− αβ (3 + αβ)
, ψeff =
ψ
1 +
(
1− 9 (1− αβ)
1/3
+ 3αβ + 6α
2
β − 9
5α2β
)
Da
Dans le cas d’une fermeture quasi-stationnaire et d’une approximation lumped, nous avons vu dans les
chapitres 2 et 3 que, pour un nuage monodisperse, les proble`mes de fermeture pouvaient eˆtre re´solus
sur la cellule unitaire de Chang et, dans ce cas, les expressions pre´ce´dentes obtenues dans le cas d’une
particule isole´e deviennent :
hp = 2piλβdp , ψeff =
ψ
1 +Da
L’influence de ces fermetures vis-a`-vis des fermetures classiques a e´te´ estime´e pour le chargement
σp = 300 g.m
−3 et le diame`tre dp = 12 10−6 m. Les re´sultats reporte´s sur la figure (4.19) pour les
profils de concentration et de tempe´rature dans le front de flamme montrent que malgre´ le cas tre`s
dilue´ conside´re´ ici, des diffe´rences peuvent eˆtre observe´es dans le front de flamme. Il s’agit ici de
re´sultats pre´liminaires puisque l’e´tude pre´sente´e dans le chapitre 2 sur la validite´ de l’approximation
quasi-stationnaire lumped ne´cessite d’eˆtre poursuivie sur des cas plus re´alistes (gradient de tempe´rature
moyenne, micro-structure, . . . ). Ne´anmoins, cette premie`re e´tude montre que les fermetures propose´es
sont susceptibles de jouer un roˆle dans des cas ou` le chargement moyen est plus important ou par
exemple, en amont du front de flamme, lorsque l’e´cart de vitesse conduit a` un chargement local plus
important.
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Figure 4.19 – Influence des fermetures adopte´es pour les termes d’e´change sur
les profils de concentration (gauche) et de tempe´rature (droite) dans le front de
flamme. Lignes pleines (resp. pointille´es) : fermetures classiques (resp. lumped)
4.3 Conclusions
Nous avons aborde´ dans ce chapitre l’estimation de la vitesse de flamme laminaire d’un nuage mo-
nodisperse de particules de graphite. Cette estimation a e´te´ mene´e a` partir de simulations de´taille´es
Euler-Lagrange re´alise´es a` partir du logiciel P2REMICS de´veloppe´ a` l’IRSN dans une configuration
de flamme plane non e´tire´e 1D. Pour cette premie`re e´tude, la plupart des calculs ont e´te´ mene´s en
adoptant les fermetures classiques pour les termes d’e´change.
En raison des simplifications adopte´es (sche´ma cine´tique a` une e´tape, equi-diffusion massique, . . . ),
les re´sultats obtenus se veulent essentiellement qualitatifs. Ne´anmoins, les vitesses de flamme pre´dites
sont en bon accord avec les donne´es expe´rimentales disponibles dans le cas laminaire. Les diffe´rences
observe´es avec d’autres donne´es disponibles dans la litte´rature peuvent eˆtre attribue´es a` plusieurs phe´-
nome`nes qui, dans cette premie`re contribution, n’ont pas e´te´ pris en compte. Il s’agit en particulier
de la pre´sence de matie`re volatile naturellement pre´sente dans les particules charbonne´es qui n’est
pas prise en compte ici ou du niveau de tempe´rature dans les gaz frais a priori sous-estime´ car les
transferts radiatifs n’ont pas e´te´ pris en compte. Ne´anmoins, malgre´ ces limitations, les re´sultats ob-
tenus sont conformes avec certaines tendances reporte´es dans la litte´rature (influence du chargement,
. . . ) et viennent ainsi illustrer l’inte´reˆt des simulations Euler-Lagrange. Nous avons cependant observe´
dans les simulations re´alise´es que les caracte´ristiques du filtre, en particulier sa taille, pouvaient venir
modifier la vitesse de combustion laminaire. Si les re´sultats obtenus ne sont pas surprenant puisqu’une
augmentation de la taille du filtre tend a` augmenter la vitesse de combustion laminaire en raison d’une
diffusion plus importante, ils mettent en e´vidence ici, dans les cas les plus pe´nalisant, le proble`me de
la se´paration d’e´chelle. Dans les configuration e´tudie´es, l’e´paisseur caracte´ristique du front de flamme
est grande devant le diame`tre des particules mais est du meˆme ordre de grandeur que la taille ca-
racte´ristique du filtre retenue pour filtrer suffisamment les fluctuations a` petite e´chelle de la fraction
volumique. Ne´anmoins, la taille caracte´ristique du filtre retenue dans cette e´tude est probablement
surestime´e principalement en raison de la configuration adopte´e dans les dimensions transverses a` la
direction de propagation de flamme.
Des simulations ont e´galement e´te´ mene´es en adoptant les fermetures quasi-stationnaires et les approxi-
mations diagonales dites lumped des e´changes de masse et de chaleur pre´sente´s dans les chapitres 2 et 3.
Les re´sultats obtenus dans un cas dilue´ montrent une relative faible sensibilite´ vis-a`-vis des fermetures
classiques. Ne´anmoins, ces fermetures sont susceptibles de jouer un roˆle dans des cas ou` le chargement
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moyen est plus important ou, meˆme pour les me´langes initialement dilue´s, lorsque l’e´cart de vitesse
en amont du front de flamme conduit a` un chargement local plus important. Dans ce cas, la validite´
des approximations quasi-stationnaires diagonales devra au pre´alable eˆtre e´tudie´e en poursuivant les
e´tudes pre´sente´es dans les chapitres 2 et 3 pour des cas plus re´alistes.
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Dans ce travail, nous nous sommes inte´resse´s a` la mode´lisation multi-e´chelle de la combustion d’un
nuage de particules, en particulier, a` la description macroscopique Euler-Lagrange utilise´e pour les
simulations de´taille´es visant a` mieux appre´hender les me´canismes de propagation de flamme dans un
nuage de poussie`res et a` fournir une estimation de la vitesse de combustion laminaire utilise´e en tant
que donne´e d’entre´e pour les fermetures alge´briques de vitesse de flamme turbulente utilise´es dans les
outils d’e´valuation.
La de´marche suivie dans ce travail pour re´aliser le changement d’e´chelle et obtenir la description
macroscopique Euler-Lagrange a consiste´ a` obtenir les e´quations de transport macroscopiques et les
termes d’e´change entre les deux phases a` partir de la me´thode de prise de moyenne volumique et d’une
proposition de repre´sentation pour les fluctuations.
Ces fermetures base´es sur une analyse du proble`me local pour les fluctuation permettent d’e´tablir un
lien clair entre les phe´nome`nes de transport a` l’e´chelle de la particule et la description macroscopique.
Contrairement a` l’approche classique pre´sente´e dans le chapitre 1 ne´cessitant la de´termination du
champ localement non-perturbe´ en fonction du champ macroscopique, le changement d’e´chelle est re´a-
lise´ dans le cadre d’un seul et meˆme formalisme et les fermetures propose´es font intervenir directement
les grandeurs macroscopiques.
Dans le chapitre 2, les de´veloppements ont dans un premier temps e´te´ mene´s sur un proble`me mode`le
de transfert de chaleur avec un terme source homoge`ne dans la phase disperse´e mode´lisant de manie`re
simplifie´ le de´gagement de chaleur associe´ a` l’oxydation des particules. L’analyse du proble`me local
pour les fluctuations de tempe´rature nous a permis de proposer une approximation instationnaire
du proble`me mixte micro-macro. Dans le cas d’une particule isole´e, la fermeture propose´e pour les
termes d’e´change de chaleur entre la phase continue et la phase disperse´e est formellement e´quivalente
a` la fermeture classique base´e sur la de´finition d’un champ de tempe´rature localement non-perturbe´
par la pre´sence de la particule. En revanche, dans le cas ge´ne´ral, le mode`le propose´ est significative-
ment diffe´rent puisqu’il prend en compte des e´changes particule-particule ainsi qu’une de´pendance des
coefficients d’e´change en fonction du taux de dilution.
En comparant les re´sultats obtenus a` partir du mode`le macroscopique dans le cas d’une configuration
sans gradient de tempe´rature moyenne a` des calculs directs a` la micro-e´chelle re´alise´es pour des micro-
structures simples unidimensionnelles, nous avons montre´ dans un premier temps que les tempe´ratures
pre´dites par le mode`le correspondaient aux solutions filtre´es obtenues nume´riquement pour le proble`me
local. Nous nous sommes dans un deuxie`me temps inte´resse´ a` la validite´ de l’approximation quasi-
stationnaire qui, pour des raisons pratiques, est fre´quemment adopte´e dans les simulations Euler-
Lagrange. Les re´sultats obtenus montrent que les tempe´ratures pre´dites par l’approximation quasi-
stationnaire s’identifient bien aux temps longs aux solutions filtre´es du proble`me local.
Nous nous sommes ensuite inte´resse´ a` la validite´ d’une approximation diagonale de la matrice des
coefficients d’e´change, ce qui revient a` ne´gliger les e´changes particule-particule comme c’est le cas des
fermetures classiques. Nous avons conside´re´ pour cela une micro-structure bidimensionnelle et, comme
dans le cas pre´ce´dent, une configuration sans gradient de tempe´rature moyenne. Dans le cas d’une
approximation dite lumped, les proble`mes de fermeture peuvent eˆtre re´solues sur une cellule unitaire
contenant une seule particule comme c’est le cas pour la re´solution du proble`me de couche limite dans
l’approche classique. En comparant les pre´dictions de l’approximation quasi-stationnaire lumped aux
solutions filtre´es obtenues nume´riquement pour le proble`me local, il apparait que si la pre´diction de
la tempe´rature moyenne de la phase continue reste correcte, les e´carts de tempe´rature entre la phase
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continue et les particules sont sous-estime´s. Nous avons e´galement montre´ que l’approximation diago-
nale pouvait sur la configuration e´tudie´e eˆtre ame´liore´e en utilisant d’autres coefficients diagonaux. Les
pre´dictions du mode`le peuvent en effet eˆtre ame´liore´es ici en substituant le coefficient lumped par le
coefficient diagonal dans la matrice des coefficients d’e´change. Cependant, si les pre´dictions du mode`le
sont ame´liore´es dans le cas conside´re´, la de´termination du coefficient diagonal ne´cessite la re´solution
du proble`me de fermeture en tenant compte de toutes les particules contenues dans le volume de prise
de moyenne, ce qui en pratique re´duit donc l’inte´reˆt de ce type d’approximation diagonale.
Dans le chapitre 3, nous nous sommes inte´resse´s a` la mode´lisation macroscopique des transferts de
masse entre la phase continue et des particules de carbone. Dans un premier temps, une e´tude bi-
bliographique nous a permis d’identifier le me´canisme d’oxydation des particules dans la gamme des
diame`tres conside´re´e. Ce me´canisme correspond a` une combustion en phase gazeuse infiniment lente
devant la diffusion massique des espe`ces au voisinage de la particule. Sur la base d’une analyse du pro-
ble`me des fluctuations a` l’e´chelle locale et en reprenant les de´veloppements mene´s dans le chapitre 2 sur
les transferts thermiques, nous avons propose´ une approximation quasi-stationnaire du proble`me mixte
micro-macro avec une matrice des coefficients d’e´change diagonale. Le mode`le macroscopique obtenu
s’e´crit ainsi de manie`re similaire au mode`le classique, mais l’approche propose´e prend en compte une
de´pendance en fonction du taux de dilution dans le calcul du taux effectif de la re´action he´te´roge`ne.
A l’instar du travail re´alise´ pour les e´changes thermiques, une e´quivalence formelle entre l’approche
propose´e et l’approche classique a e´te´ obtenu dans le cas limite d’une particule isole´e. En revanche,
dans le cas ge´ne´ral, le taux de dilution tend a` augmenter le taux de consommation de la particule,
en particulier dans le re´gime diffusif. Afin de valider le mode`le macroscopique, nous nous sommes
inte´resse´s aux re´sultats analytiques et nume´riques propose´s dans la litte´rature pour l’oxydation d’une
particule de carbone isole´e. Nous avons montre´ que l’e´volution du diame`tre et de la tempe´rature pre´dits
par le mode`le est en tre`s bon accord avec les re´sultats propose´s dans la litte´rature.
En dernier lieu, nous avons aborde´ dans le chapitre 4 la simulation de flammes laminaires diphasiques.
Dans un premier temps, afin de valider les nombreuses simplifications adopte´es (sche´ma cine´tique
a` e´tape, equi-diffusion massique, . . . ), nous nous sommes inte´resse´s a` une flamme de pre´me´lange
correspondant a` la combustion homoge`ne du monoxyde de carbone et au calcul de la vitesse de flamme
laminaire pour diffe´rentes richesses.
Dans un deuxie`me temps, nous avons re´alise´ une premie`re e´tude sur l’influence du chargement et de la
taille des particules sur la vitesse de combustion laminaire pour un nuage monodisperse de particules de
graphite. Les re´sultats des simulations Euler-Lagrange sont en bon accord avec les re´sultats disponibles
dans la litte´rature meˆme s’il s’agit ici d’une e´tude essentiellement qualitative en raison des nombreuses
simplifications adopte´es. La plupart des simulations ont e´te´ mene´es en adoptant dans un premier temps
les fermetures classiques des termes d’e´change. Une premie`re e´tude a e´galement mene´e sur la base des
fermetures quasi-stationnaires avec les approximations diagonales propose´es dans les chapitres 2 et 3. Si
les premiers re´sultats pre´sente´s dans ce travail montrent une sensibilite´ relativement faible des re´sultats
vis-a`-vis du taux de dilution pour la configuration e´tudie´e, le taux de dilution est susceptible de jouer
un roˆle plus important, notamment, dans le cas ou` la propagation de flamme conduit a` un chargement
local plus important en amont de la flamme. En revanche, nous avons observe´ dans les simulations
re´alise´es que les caracte´ristiques du filtre, en particulier sa taille, pouvaient venir modifier la vitesse
de combustion laminaire. Si les re´sultats obtenus ne sont pas surprenant puisqu’une augmentation de
la taille du filtre tend a` augmenter la vitesse de combustion laminaire en raison d’une diffusion plus
importante, ils mettent en e´vidence ici le proble`me de la se´paration d’e´chelle. Dans les configuration
e´tudie´e, l’e´paisseur caracte´ristique du front de flamme est grande devant le diame`tre des particules mais
est du meˆme ordre de grandeur que la taille caracte´ristique du filtre retenue pour filtrer suffisamment
les fluctuations a` petite e´chelle de la fraction volumique. Ne´anmoins, la taille caracte´ristique du filtre
retenue dans cette e´tude est probablement surestime´e principalement en raison de la configuration
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adopte´e dans les dimensions transverses a` la direction de propagation de flamme.
L’inte´reˆt de la me´thode de prise de moyenne avec fermetures et des simulations de´taille´es Euler-
Lagrange ont e´te´ mises en e´vidence dans ce travail et de nombreuses pistes restent a` explorer.
Dans le cadre de la mode´lisation macroscopiques des e´changes, la de´marche propose´e ici pour les
transferts de masse pourrait eˆtre e´tendue a` d’autres types de particules, en particulier me´talliques, et
a` d’autres types de me´canisme d’oxydation, en particulier le me´canisme d’oxydation correspondant
au re´gime de flamme attache´e. Il serait e´galement inte´ressant d’e´tudier le proble`me de changement
d’e´chelle avec la me´thode de prise de moyenne volumique avec fermetures pour les transferts de quantite´
de mouvement et de comparer la description obtenue avec les contributions re´centes propose´es sur ce
sujet. Enfin, il faudrait e´galement prendre en compte les transferts radiatifs qui ont e´te´ ne´glige´s ici
alors qu’ils sont susceptibles de jouer un roˆle important en fonction du type de particule conside´re´ et
de leur taille.
Dans le cadre de l’utilisation du mode`le macroscopique pour l’estimation de la vitesse laminaire de
flamme dans un nuage de particules, les qualite´s pre´dictives d’une chimie simplifie´e pour la combustion
homoge`ne en phase gazeuse pourraient eˆtre ame´liore´es en adoptant par des me´thodes ou` le facteur
pre´-exponentiel est ajuste´ en fonction de la richesse du me´lange. Par ailleurs, la possibilite´ de pre´sence
de matie`re volatile dans les particules de carbone doit eˆtre prise en compte dans la description des
transferts de masse.
De plus, il faudrait e´tendre les simulations mene´es pour des nuages monodisperes a` des nuages po-
lydisperses et prendre en compte les me´langes dits hybrides, c’est-a`-dire les me´langes constitue´s de
particules de graphite et de particules me´talliques.
Dans ce contexte, on pourrait e´tendre les expe´riences nume´riques pre´sente´es dans le chapitre 2 a` des
cellules plus complexes et e´tudier la validite´ et la qualite´ de l’approximation diagonale des termes
d’e´change. Il serait e´galement inte´ressant d’e´tudier l’impact des termes non-classiques et de juger de
leur importance sur l’estimation de la vitesse de flamme.
116
Appendices
117

Annexe A
Equations locales instantane´es
A.1 Transfert de matie`re multi-constituant
Le point central dans la mode´lisation du transfert de matie`re dans un me´lange multi-constituant re´side
dans la de´termination de la relation entre les gradients de fraction et le flux de diffusion. L’approche de
Maxwell-Stefan est la plus adapte´e pour de´crire le transfert de matie`re multiconstituant [73]. L’e´quation
de Maxwell-Stefan pour un syste`me isotherme et isobare s’e´crit sous la forme [132] :
dβ,k =
Ne∑
j=1(j 6=i)
Xβ,kXβ,j(uβ,j − uβ,k)
Dβ,kj (A.1.1)
dβ,k =
Xβ,k
RT
∇µβ,k (A.1.2)
ou` Xβ,k, Dβ,kj et dβ,k repre´sentent respectivement la fraction molaire, le coefficient de diffusion bi-
naire et la force motrice associe´e au constituant k, le terme µβ,k = µ
0
β,k +RTln(aβ,kXβ,k) repre´sente
le potentiel chimique molaire et aβ,k le coefficient d’activite´ pour l’espe`ce conside´re´e.
La combinaison de l’e´quation de Maxwell-Stefan avec la de´finition du potentiel chimique donne une
e´quation plus adapte´e a` l’e´tude de transfert de matie`re multi-constituant [101] :
Ne∑
j=1
(Aβ,kj)T,P,Xk 6=i∇xβ,k =
Ne∑
j=1(j 6=i)
Xβ,kXβ,j(uβ,j − uβ,k)
Dβ,kj i = 1, 2, ...Ne − 1, (A.1.3)
avec Aβ,kj = δβ,kj +Xβ,k∂x ln aβ,kXβ,j ,
Cette the´orie prend en compte, a` la fois, les effets multi-constituant et les effets de non ide´alite´ des
me´langes avec le terme Aβ,kj . Dans le cas des me´langes assimile´s a` des gaz parfaits, les coefficients
d’activite´ sont e´gaux a` un, par conse´quent la matrice [Aβ ] est la matrice d’identite´. A partir de la
relation Eq. (A.1.3), le flux de diffusion massique peut s’e´crire sous une forme semblable a` celle de la
loi de Fick [101] :
jβ,k = −
Ne−1∑
j=1
ρDβ,kj∇Yβ,j (A.1.4)
ou` on a pose´ :
[Dβ ] = [Hβ ][D∗β ][Hβ ]−1 (A.1.5)
[D∗β ] = [Rβ ]−1[Γβ ] (A.1.6)
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Pour (k; j) ∈ [1;Ne]2 :
Rβ,kj = −Xβ,k
(
1
Dβ,kj −
1
Dβ,kN
)
, Rβ,k = Xβ,kDβ,kN +
N∑
j=1(j 6=i)
Xβ,k
Dβ,kj (A.1.7)
Hβ,kj = Yβ,j
Xβ,j
(
δβ,kj − Yβ,k
(
1− Yβ,NeXβ,k
Xβ,Neρβ,j
))
(A.1.8)
La matrice [D∗β ] repre´sente la forme matricielle des coefficients de diffusion molaire de la loi de Fick
ge´ne´ralise´e. Elle de´signe le produit de la matrice [Rβ ] qui regroupe les effets purement diffusionnels
inter-constituants et la matrice [Γβ ] qui regroupe les effets lie´s a` la non ide´alite´ du me´lange. La ma-
trice [Hβ ] assure le passage du flux molaire au flux massique. Dans le cas de me´langes assimile´s a` des
me´langes gazeux parfaits, la matrice [Γβ ] est e´gale a` la matrice d’identite´.
Le calcul de la matrice de diffusion associe´e a` loi de Fick ge´ne´ralise´e ne´cessite de de´terminer des
coefficients de diffusion binaire. Il existe dans la litte´rature diffe´rentes corre´lations pour pre´voir les
valeurs de ces coefficients. Nous pre´sentons ici la corre´lation de Fuller et al. [50] qui a donne´ des
re´sultats relativement proches aux re´sultats expe´rimentaux a` basse pression :
Dβ,kj =
1.43× 10−7T 1,75β
2Pβ [(1/Wk) + (1/Wβ,j)]−1[(
∑
v)
1/3
β,k + (
∑
v)
1/3
β,j ]
2
(A.1.9)
ou` (
∑
v)A et (
∑
v)B repre´sentent respectivement les volumes de diffusion calcule´s en sommant des
termes de contribution pour chaque atome [114]. Cette corre´lation permet bien de ve´rifier que Dβ,kj =
Dβ,jk et que Dβ,kj ne de´pend pas de la composition de me´lange, ce qui est observe´ pour la plupart des
me´langes gazeux binaires sous faible pression.
Analyse de la matrice de diffusion massique
Dans cette partie, nous nous inte´ressons au me´lange gazeux de {O2, CO,CO2, N2} assimile´ a` un
me´lange parfait, les coefficients d’activite´ sont e´gaux a` un pour toutes les espe`ces. Les coefficients
binaires du me´lange pre´sente´s dans le tableau (A.1) ci-dessous sont calcule´s a` Tβ = 1000 K et a` pression
atmosphe´rique l’aide de l’expression Eq. (A.1.9) et les proprie´te´s des constituants du me´lange (Table-
A.2). Ces valeurs correspondent aux valeurs obtenues expe´rimentalement par Walker et Westenberg
[139] avec une erreur relative d’ordre 4%.
O2 CO CO2 N2
O2 172.7 135.1 171.1
CO —— 136.3 172.0
CO2 —— —— 135.1
N2 —— —— ——
Table A.1 – Coefficients de diffusion binaire D(×10−6m2/s) a` Tβ = 1000K
et Pβ = 1atm
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A.1. Transfert de matie`re multi-constituant
Constituants Masse Molaire (g/mol) Somme volumes de diffusion
1→ Oxyge`ne (O2) 31.999 16.31
2→ Monoxyde de Carbone (CO) 28.010 18.0
3→ Dioxyde de Carbone (CO2) 44.010 26.9
4→ Azote (N2) 28.013 18.5
Table A.2 – La masse molaire et la somme du volume atomique des consti-
tuants de me´lange
Dans cette e´tude, la tempe´rature est fixe´e a` 1000 K, la pression a` 1 atm et la fraction massique de
l’azote a` 0.8, les coefficients de diffusion de la loi de Fick ge´ne´ralise´e sont e´value´s en fonction des
fractions massiques de CO,CO2. Le calcul des coefficients de diffusion massique (cf. Figs. A.4 et A.3)
permet les conclusions suivantes :
— Les fractions massiques n’ont pas beaucoup d’influence sur les coefficients diagonaux.
— Les coefficients diagonaux varient de fac¸on quasi-line´aire avec les fractions des constituants du
me´lange.
— Les coefficients non-diagonaux sont ge´ne´ralement ne´gligeables devant les coefficients diagonaux,
sauf pour CO ou` ils sont infe´rieurs d’un ordre de grandeur par rapport aux valeurs diagonaux.
— Les coefficients diagonaux sont e´gaux a` 4% pre`s aux coefficients binaires par rapport au N2.
D11 D 14
0.00
0.05
0.10
Y2
0.00
0.05
0.10
Y3
0.9828
0.9830
0.9832
0.9834
0.9836
D22 D 24
0.00
0.05
0.10
Y2
0.00
0.05
0.10
Y3
0.9836
0.9838
0.9840
D33  D 34
0.00
0.05
0.10
Y2
0.00
0.05
0.10
Y3
1.0000
1.0005
Table A.3 – Variation des coefficients de diffusion adimensionnels par les
coefficients binaires par rapport au N2
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D12D11
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.001
0.000
0.001
D13D11
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.04
-0.02
0.00
0.02
0.04
D14D11
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.010
-0.005
0.000
0.005
0.010
D21D22
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.0015
-0.0010
-0.0005
0.0000
D23D22
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
0.00
0.01
0.02
0.03
0.04
D24D22
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.0010
-0.0005
0.0000
0.0005
0.0010
D31D33
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.004
-0.002
0.000
D32D33
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.0020
-0.0015
-0.0010
-0.0005
0.0000
D34D33
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.0001
-0.00005
0.0000
0.00005
0.0001
D41D44
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.008
-0.007
-0.006
-0.005
-0.004
D42D44
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
-0.00737
-0.00736
-0.00735
-0.00734
D43D44
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y2 0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
Y3
0.165
0.170
0.175
Table A.4 – Variation des coefficients de diffusion adimensionnels par les
coefficients diagonaux
La loi de Fick ge´ne´ralise´e permet de traiter les phe´nome`nes de diffusion multi-constituant avec une
pre´cision tre`s convenable et ne ne´cessite comme donne´es que les valeurs des coefficients de diffusion
binaires [20]. Mais contrairement a` la loi de Fick, les flux massiques sont couple´s entre eux, ce qui ne´-
cessite de re´soudre simultane´ment tous les bilans des espe`ces, cela induit un syste`me lourd a` mode´liser.
On trouve dans la litte´rature diffe´rentes approximations de la loi de Fick ge´ne´ralise´e :
Flux Fickien Le flux donne´ par la loi de Fick :
ji = −ρDiN∂xyix i = 1, 2..., Ne − 1 (A.1.10)
ou` DiN est le coefficient de diffusion binaire de l’espe`ce i et l’espe`ce N conside´re´e comme le solvant.
Flux diagonal Les termes non-diagonaux de la matrice de diffusion [D] sont ne´glige´s devant les termes
diagonaux, ainsi, seuls les termes diagonaux sont conside´re´s dans le calcul du flux de diffusion :
ji = −ρDii∂xyix i = 1, 2..., Ne − 1 (A.1.11)
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Flux ′′lumpe´′′ Les gradients de fractions massiques sont conside´re´s du meˆme ordre de grandeur de
manie`re a` sommer les coefficients d’une meˆme ligne de la matrice [D] :
ji = −ρ
N−1∑
j=1
Dij
 ∂xyix i = 1, 2..., Ne − 1 (A.1.12)
Approximation de Hirschfelder et Curtiss Dans le mode`le de Hirschfelder et al. [28], les coeffi-
cients de diffusion de l’espe`ce i dans un me´lange multiconstituant est calcule´ avec :
Di = (1− yi)
M Ne∑
j=1,j 6=i
yj
MiDij
−1 (A.1.13)
Cette approximation correspond au premier terme du de´veloppement en se´rie de la matrice de diffusion
[D∗]. Elle constitue l’approximation de premier ordre du flux de diffusion multiconstituant propose´
par Giovangigli [56]
jei = −ρDi
Mi
M
∇ · xi (A.1.14)
Cependant, avec cette approximation la conservation de la masse totale n’est plus automatiquement
assure´e (
i=N∑
i=1
jei 6= 0). Un flux de diffusion correctif jci est alors ajoute´ pour assurer la conservation de
la masse totale [98]. Le flux de diffusion des espe`ces ji issu de cette correction est de´fini par
ji = j
e
i + j
c
i (A.1.15)
avec
jci = −yi
Ne∑
j=1
ρDj
Mj
M
∇ · xj (A.1.16)
A.2 Equations locales instantane´es de la phase continue
L’objet de cette partie est de de´river les e´quations de transfert pour le me´lange gazeux a` partir des
bilans de masse, de quantite´ de mouvement et d’e´nergie associe´s a` chaque espe`ce.
Bilan de masse
Pour un me´lange gazeux constitue´ de Ne espe`ces chimiques, l’e´quation de conservation de la masse de
l’espe`ce k dans la phase continue Ωβ s’e´crit :
∂t (ρβYβ,k) +∇ · (ρβYβ,kuβ,k) = .ωβ,k (A.2.1)
Avec
Ne∑
k=1
.
ωβ,k = 0 (A.2.2)
ou`
.
ωβ,k et Yβ,k repre´sentent respectivement le taux de re´action et la fraction massique de l’espe`ce k
dans Ωβ . En introduisant le flux de diffusion massique jβ,k et la vitesse de diffusion massique Vβ,k
de´finis pour chaque espe`ce k dans Ωβ , par :
jβ,k = ρβ,kVβ,k = ρβ,k (uβ,k − uβ) (A.2.3)
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En sommant les flux de diffusion massique, on obtient les e´galite´s suivantes :
Ne∑
k=1
jβ,k =
Ne∑
k=1
ρβ,kVβ,k = 0 (A.2.4)
L’e´quation de conservation de la masse de l’espe`ce k devient :
∂t (ρβYβ,k) +∇ · (ρβYβ,kuβ) = −∇ · jβ,k+ .ωβ,k (A.2.5)
En sommant les Ne e´quations de conservation de masse des espe`ces Eq. (A.2.5), on obtient l’e´quation
de conservation de la masse du me´lange dans Ωβ :
∂t (ρβ) +∇ · (ρβuβ) = 0 (A.2.6)
Bilan de quantite´ de mouvement
Le bilan de quantite´ de mouvement associe´ a` chaque espe`ce k dans Ωβ s’e´crit [146] :
∂t (ρβ,kuβ,k) +∇ · (ρβ,kuβ,k ⊗ uβ,k) = ∇ · σβ,k + ρβ,kg +
Ne∑
j=1
Pβ,kj + u
∗
β,k
.
ωβ,k (A.2.7)
Le terme Pβ,kj repre´sente les interactions des autres espe`ces du me´lange sur l’espe`ce k et ve´rifie la
relation :
Ne∑
k=1
Ne∑
j=1
Pβ,kj = 0 (A.2.8)
Le dernier terme dans l’e´quation Eq. (A.2.7) repre´sente la quantite´ de mouvement associe´e a` la cre´ation
d’espe`ce chimique k et ve´rifie la relation :
Ne∑
k=1
u∗β,k
.
ωβ,k= 0 (A.2.9)
Le terme σβ,k repre´sente le tenseur des contraintes :
σβ,k = −Pβ,kI + τβ,k (A.2.10)
ou` Pβ,k et τβ,k repre´sentent respectivement la pression partielle et le tenseur des contraintes visqueuses.
En sommant les Ne e´quations de quantite´ de mouvement associe´es a` chaque espe`ce k Eq. (A.2.7), on
obtient :
∂t (ρβuβ) +∇ ·
(
Ne∑
k=1
ρβ,kuβ,k ⊗ uβ,k
)
= ∇ ·
Ne∑
k=1
σβ,k + ρβg (A.2.11)
On introduit la de´composition le vitesse uβ,k en vitesse de me´lange uβ et vitesse de diffusion Vβ,k ,
l’e´quation pre´ce´dente s’e´crit :
∂t (ρβuβ) +∇ · (ρβuβ ⊗ uβ) + = ∇ · σβ + ρβg −∇ ·
Ne∑
k=1
ρβ,kVβ,k ⊗Vβ,k (A.2.12)
ou` σβ repre´sente le tenseur des contraintes associe´ au syste`me multi-espe`ces :
σβ =
Ne∑
k=1
σβ,k (A.2.13)
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Le dernier terme dans le second membre de l’e´quation Eq. (A.2.12) est appele´ tenseur de contrainte
de diffusion, il traduit la contribution des me´canismes de diffusion au bilan global de quantite´ de mou-
vement [100]. Le tenseur des contraintes σβ est classiquement mode´lise´ a` l’aide de deux contributions
[145] :
σβ = −PβI + τβ (A.2.14)
Le terme τβ repre´sente le tenseur des contraintes visqueuses du me´lange de´fini pour un fluide Newtonien
par :
τβ = µβ
(
∇uβ + (∇uβ)t
)
− 2
3
µβ (∇ · uβ) I (A.2.15)
ou` µβ et Pβ repre´sentent respectivement la viscosite´ cine´matique du me´lange et la pression du me´lange
de´fini par :
Pβ =
Ne∑
k=1
Pβ,k (A.2.16)
Pour un me´lange gazeux ou chaque espe`ce suit la loi d’e´tat des gaz parfaits :
Pβ = ρβ
R
Wβ
Tβ (A.2.17)
ou` Tβ repre´sente la tempe´rature de la phase continue.
Bilan d’e´nergie
L’e´quation locale instantane´e de bilan d’e´nergie totale associe´ a` chaque espe`ce k dans Ωβ s’e´crit [146] :
∂t (ρβ,kEβ,k) +∇ · (ρβ,kEβ,kuβ,k) = −∇ · qβ,k + ρβ,kg · uβ,k +∇ · (σβ,k · uβ,k)
+
Ne∑
j=1
(Qβ,kj + Pβ,kj · uβ,k) + .ωβ,k E∗β,k (A.2.18)
avec
Ne∑
k=1
.
ωβ,k E
∗
β,k = 0 (A.2.19)
Ne∑
k=1
Ne∑
j=1
Qβ,kj = 0 (A.2.20)
ou` on a pose´ Eβ,k = eβ,k +
1
2uβ,k et E
∗
β,k = e
∗
β,k +
1
2u
∗2
β,k. Les termes qβ,k et Qβ,kj dans l’e´quation
Eq. (A.2.18), repre´sentent respectivement le flux de chaleur par conduction et le transfert d’e´nergie
thermique de l’espe`ce j a` l’espe`ce k. Le dernier terme dans l’e´quation Eq. (A.2.18) repre´sente l’e´nergie
associe´e a` la cre´ation des espe`ces chimiques k. A partir du bilan de quantite´ de mouvement Eq. (A.2.7),
on obtient l’e´quation de l’e´nergie cine´tique associe´e a` chaque espe`ce k dans Ωβ :
∂t
(
1
2
ρβ,ku
2
β,k
)
+∇ ·
(
1
2
ρβ,ku
2
β,kuβ,k
)
= ρβ,kg · uβ,k +∇ · (σβ,k · uβ,k)− σβ,k : ∇uβ,k
+
Ne∑
j=1
Pβ,kj · uβ,k+ .ωβ,k
(
u∗β,k · uβ,k −
1
2
u2β,k
)
(A.2.21)
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En soustrayant l’e´quation de l’e´nergie cine´tique du bilan d’e´nergie totale, on obtient ainsi l’e´quation
du bilan d’e´nergie interne :
∂t (ρβ,keβ,k) +∇ · (ρβ,keβ,kuβ,k) = −∇ · qβ,k + σβ,k : ∇uβ,k +
Ne∑
j=1
Qβ,kj+
.
ωβ,k E
∗
β,k
− .ωβ,k
(
u∗β,k · uβ,k −
1
2
u2β,k
)
(A.2.22)
En sommant les Ne e´quations du bilan d’e´nergie interne associe´ a` chaque espe`ce k, et en utilisant la
de´finition de l’e´nergie de me´lange Eq. (1.2.1) on obtient :
∂t (ρβeβ) +∇ ·
(
Ne∑
k=1
ρβ,keβ,kuβ,k
)
=
Ne∑
k=1
(−∇ · qβ,k + σβ,k : ∇uβ,k)
−
Ne∑
k=1
.
ωβ,k
(
u∗β,k · uβ,k −
1
2
u2β,k
)
(A.2.23)
En introduisant la de´composition de la vitesse uβ,k = uβ + Vβ,k, on obtient :
∂t (ρβeβ) +∇ · (ρβeβuβ) = −∇ · qβ + σβ : ∇uβ −∇ ·
(
Ne∑
k=1
ρβ,keβ,kVβ,k
)
+
Ne∑
k=1
σβ,k : ∇Vβ,k −
Ne∑
k=1
.
ωβ,k Φβ,k (A.2.24)
ou` on a pose´ : Φβ,k =
(
u∗β,k − uβ
)
· Vβ,k − 12V 2β,k et le terme qβ repre´sente le flux de chaleur du
me´lange, de´fini pour un milieu obe´issant a` la loi de Fourier par :
qβ = −λβ∇Tβ (A.2.25)
ou` λβ et Tβ repre´sentent respectivement la conductivite´ thermique et la tempe´rature de me´lange.
L’e´quation de conservation de l’enthalpie s’obtient a` partir de la relation thermodynamique hβ =
eβ + Pβ/ρβ soit :
∂t (ρβhβ) +∇ · (ρβhβuβ) = −∇ ·
(
qβ +
Ne∑
k=1
ρβ,khβ,kVβ,k
)
+ τβ : ∇uβ + DPβ
Dt
+
Ne∑
k=1
σβ,k : ∇Vβ,k −
Ne∑
k=1
.
ωβ,k Φβ,k (A.2.26)
En introduisant l’enthalpie sensible d’espe`ce Hβ,k et l’enthalpie sensible du me´lange Hβ de´finies par :
Hβ,k =
Tβ∫
T0
Cp,k dT = hβ,k −∆hof,k (A.2.27)
ρβHβ =
Ne∑
k=1
ρβ,kHβ,k (A.2.28)
ou` Cp,k de´signe la chaleur massique a` pression constante et ∆h
o
f,k repre´sente l’enthalpie de formation
de l’espe`ce k a` la tempe´rature de re´fe´rence T0. En remplac¸ant hβ par Hβ +
∑Ne
k=1 ∆h
o
f,kYβ,k dans
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l’e´quation Eq. (A.2.26) et en utilisant l’e´quation de conservation de la masse des espe`ces Eq. (A.2.5)
l’e´quation de conservation de l’enthalpie sensible du me´lange Hβ dans Ωβ s’e´crit sous la forme :
∂t (ρβHβ) +∇ · (ρβuβHβ) = −∇ · qβ + DPβ
Dt
+∇uβ : τ −∇ ·
(
Ne∑
k=1
ρβYβ,kVβ,kHβ,k
)
+
.
ωβ,T +
Ne∑
k=1
σβ,k : ∇Vβ,k −
Ne∑
k=1
.
ωβ,k Φβ,k (A.2.29)
le terme
.
ωβ,T repre´sente la quantite´ de chaleur de´gage´e par la re´action :
.
ωβ,T= −
Ne∑
k=1
∆hof,k
.
ωβ,k (A.2.30)
Les e´quations de conservation de quantite´ de mouvement et d’enthalpie de me´lange donne´es par
Eqs. (A.2.12)-(A.2.26) sont diffe´rentes de la forme propose´e par [12, 126, 98, 56]. Brid et al. [12]
proposent d’e´crire ces e´quations sous la forme :
∂t (ρβuβ) +∇ · (ρβuβ ⊗ uβ) = ∇ · σβ + ρβg (A.2.31)
∂t (ρβhβ) +∇ · (ρβhuβ) = −∇ · qtβ + τβ : ∇uβ +
DPβ
Dt
(A.2.32)
Pour un me´lange multi-espe`ces qtβ repre´sente le flux de chaleur de´fini par :
qtβ = −λβ∇Tβ +
Ne∑
k=1
ρβ,khβ,kVβ,k + q
x
β (A.2.33)
ou` qxβ est un terme ge´ne´ralement ne´gligeable associe´ a` l’effet de thermo-diffusion. La diffe´rence entre
les deux e´critures re´sulte du fait que le tenseur de contrainte de diffusion est ne´glige´ devant le tenseur
des contraintes visqueuses et le dernier terme dans l’e´quation Eq. (A.2.26) est ne´glige´ devant le flux
de chaleur. Nous adopterons ces simplifications dans la suite du rapport, ainsi, les e´quations de bilan
dans Ωβ s’e´crivent :
∂t (ρβYβ,k) +∇ · (ρβYβ,kuβ) = −∇ · (ρβYβ,kVβ,k) + .ωβ,k (A.2.34)
∂tρβ +∇ · (ρβuβ) = 0 (A.2.35)
∂t (ρβuβ) +∇ · (ρβuβ ⊗ uβ) = ∇ · σβ + ρβg (A.2.36)
∂t (ρβHβ) +∇ · (ρβHβuβ) = −∇ ·
(
qβ +
Ne∑
k=1
ρβ,kHβ,kVβ,k
)
+ τβ : ∇uβ (A.2.37)
+
DPβ
Dt
+
.
ωβ,T
A.3 Bilan d’enthalpie sensible du me´lange aux interfaces
La densite´ volumique des apports d’enthalpie a` la phase η re´sultant des e´changes aux interfaces, s’e´crit :
Iη = −nη ·
(
qtη + ρηhη (uη −w)
)
(A.3.1)
Le bilan surfacique sur le me´lange dipahique de transfert d’enthalpie aux interfaces s’e´crit [126, 123] :∑
η=β,σ
Iη = −nβσ · (τβ · (uβ −w)) + 1
2
∑
η=β,σ
(
nη · (uη −w)2 (uη −w)
)
(A.3.2)
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Les deux termes de membre de droit repre´sentent respectivement la puissance de´veloppe´e par les
contraintes de cisaillement lors du transfert de masse aux interfaces et l’apport d’e´nergie cine´tique. La
densite´ volumique des apports d’enthalpie a` la phase σ, s’e´crit
Iσ = nβσ · qtσ + nβσ · (ρσ (uσ −w))hσ (A.3.3)
L’enthalpie de formation de solide ∆h0s,k est nulle, ainsi l’e´quation pre´ce´dente, s’e´crit :
Iσ = nβσ · qσ + nβσ · (ρσ (uσ −w))Hσ = Πσ (A.3.4)
D’autre part, la densite´ volumique des apports d’enthalpie a` la phase continue, s’e´crit :
Iβ = −nβσ ·
(
qtβ + ρβhβ (uβ −w)
)
= −nβσ ·
(
qβ +
Ne∑
k=1
jη,khη,k + ρβhβ (uβ −w)
)
= −nβσ ·
(
qβ +
Ne∑
k=1
jη,khη,k +
N∑
k=1
ρβYη,khη,k (uβ −w)
)
= −nβσ · qβ +
Ne∑
k=1
Γβ,khη,k (A.3.5)
En introduisant l’enthalpie la de´composition de l’enthalpie, en enthalpie sensible et enthalpie de for-
mation, on obtient :
Iβ = −nβσ · qβ +
Ne∑
k=1
Γβ,kHη,k +
Ne∑
k=1
Γβ,k∆h
0
f,k
= Πβ +
Ne∑
k=1
Γβ,k∆h
0
f,k (A.3.6)
A partir des e´quations Eqs.(A.3.2), (A.3.4) et (A.3.6) le bilan d’enthalpie sensible du me´lange s’e´crit :
Πβ + Πσ = −
Ne∑
k=1
(Γβ,k + Γσ,k) ∆h
0
f,k
−nβσ · (τβ · (uβ −w)) + 1
2
∑
η=β,σ
(
nη · (uη −w)2 (uη −w)
)
= −
Ne∑
k=1
∆h0f,k$k
−nβσ · (τβ · (uβ −w)) + 1
2
∑
η=β,σ
(
nη · (uη −w)2 (uη −w)
)
(A.3.7)
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Annexe B
Equations lagrangienne de la phase
disperse´e
L’objet de cette annexe est de de´river les e´quations lagrangienne de la phase disperse´e a` partir des
e´quations locales. Pour cela, nous rappelons que les e´quations locales de transport dans la phase
disperse´e s’e´crivent :
∂tρσ +∇ · (ρσuσ) = 0 (B.0.1)
∂t (ρσuσ) +∇ · (ρσuσ ⊗ uσ) = ρσg (B.0.2)
∂t (ρσHσ) +∇ · (ρσuσHσ) = −∇ · qσ (B.0.3)
Pour de´terminer les e´quations d’e´volution de masse, de quantite´ de mouvement et d’enthalpie d’une
particule p, nous inte´grons les e´quation locales sur le volume Vp de la particule p, ensuite nous utilisons
la the´ore`me de transport de Reynolds et le the´ore`me de la divergence [141], ainsi, on obtient :
dmp
dt
=
∫
Ap
ρσ (uσ −w) · nβσ dS (B.0.4)
dmpup
dt
= mpg +
∫
Ap
(nβσ · (ρσ (uσ −w)) uσ) dS (B.0.5)
dmpHp
dt
=
∫
Ap
nβσ · (ρσ (uσ −w))Hσ + nβσ · qσ dS (B.0.6)
mp, up et Hp repre´sentent respectivement la masse, la vitesse et l’enthalpie de la particule p, de´finies
par :
mp =
∫
Vp
ρσ dV ; up =
1
Vp
∫
Vp
uσ dV ; Hp =
1
Vp
∫
Vp
Hσ dV (B.0.7)
En utilisant les conditions de saut Eqs. (1.2.43) a` (1.2.47), l’e´quation d’e´volution de la vitesse et
d’enthalpie de la particule p s’e´crivent :
dmpup
dt
= mpg +
∫
Ap
nβσ · (ρβ (uβ −w)) uβ dS −
∫
Ap
(−pβI + τβ) · nβσ dS (B.0.8)
dmpHp
dt
= −
Ne∑
k=1
∫
Ap
Hβ,kΓβ,k dS +
∫
Ap
nβσ · qσ dS −
Ne∑
k=1
∆hof,k
∫
Ap
$k dS (B.0.9)
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D’autre part, on utilisant la relation Eq. (1.2.43) le condition de saut Eq. (1.2.14), le dernier terme de
l’e´quation pre´ce´dente, s’e´crit :∫
Ap
$k dS =
∫
Ap
νσ,kWkψ dS =
νσ,kWk
νσ,sWs
∫
Ap
νσ,sWsψ dS =
νσ,kWk
νσ,sWs
∫
Ap
Γσ dS (B.0.10)
De le meˆme manie`re , on trouve :∫
Ap
Hβ,kΓβ,k dS =
∫
Ap
Hβ,k$k dS =
νσ,kWk
νσ,sWs
∫
Ap
Hβ,kΓσ dS (B.0.11)
Finalement, les e´quations lagrangiennes de chaque particule p, s’e´crivent :
dmp
dt
=
.
mp (B.0.12)
dmpup
dt
= mpg + u
(Ap)
β
.
mp +fβp (B.0.13)
dmpHp
dt
= Qp −
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
H
(Ap)
β,k
.
mp +∆Hv
.
mp (B.0.14)
ou` on a pose´ :
.
mp =
∫
Ap
ρσ (uσ −w) · nβσ dS (B.0.15)
fβp = −
∫
Ap
(−pβI + τβ) · nβσ dS (B.0.16)
Qβp =
∫
Ap
qβ · nβσ dS (B.0.17)
u
(Ap)
β
.
mp =
∫
Ap
uβΓσ dS (B.0.18)
H
(Ap)
β,k
.
mp =
∫
Ap
Hβ,kΓσ dS (B.0.19)
∆Hv = −
Ne∑
k=1
νσ,kWk
νσ,sWs
∆hof,k (B.0.20)
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Annexe C
Proprie´te´s de l’ope´rateur de
moyenne volumique
L’objet de cette annexe est de montrer que l’ope´rateur de moyenne ve´rifie la proprie´te´ de l’idempotence.
Pour cela, nous e´crivons le de´veloppement en se´rie de Taylor de aβ en un point x autour du centro¨ıde
X :
aβ |x = aβ |X + y · ∇aβ |X + 1
2
yy : ∇∇aβ |X + · · · (C.0.1)
ou` on a pose´ y = x−X
αβaβ = 〈γβaβ〉 = 〈γβ〉aβ |X + 〈γβy〉 · ∇aβ |X + 1
2
〈γβyy〉 : ∇∇aβ |X + · · ·
= αβaβ |X + 〈γβy〉 · ∇aβ |X + 1
2
〈γβyy〉 : ∇∇aβ |X + · · · (C.0.2)
Les termes 〈γβy〉 et 〈γβyy〉 repre´sentes les moments ge´ome´triques, Quintard et Whitaker [107] ont
montre´ que les termes associe´s aux moments ge´ome´triques peuvent eˆtre ne´glige´s devant le premier
terme du second membre de l’e´quation Eq. (C.0.2 ) dans un milieu ordonne´ spatialement pe´riodique.
Dans un milieu de´sordonne´ Quintard et Whitaker [107] ont montre´ que lβ  r0 implique la relation :
∇〈γβy〉  αβ (C.0.3)
et que le moment d’ordre 1 peut eˆtre estime´ par [109] :
〈γβy〉 = O (Lβ∇〈γβy〉) (C.0.4)
Ainsi on obtient l’ordre de grandeur du deuxie`me terme de l’e´quation Eq. (C.0.2) :
〈γβy〉 · ∇aβ = O
(
Lβ∇〈γβy〉 aβ
Lβ
)
(C.0.5)
a` partir de l’e´quation pre´ce´dente et de la relation Eq. (C.0.4), on obtient :
〈γβy〉 · ∇aβ  αβaβ (C.0.6)
En ce qui concerne le moment d’ordre 2, Quintard et Whitaker [107] ont montre´ qu’il est de l’ordre
de αβr
2
0, on peut e´crire donc l’ordre de grandeur du troisie`me terme de l’e´quation Eq. (C.0.2) sous la
forme :
〈γβyy〉 : ∇∇aβ = O
(
αβr
2
0
aβ
Lβ
2
)
(C.0.7)
A l’aide de la contrainte de se´paration des e´chelles r0  Lβ , on obtient :
〈γβyy〉 : ∇∇aβ  αβaβ (C.0.8)
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Finalement, l’e´quation Eq. (C.0.2) devient :
aβ = aβ (C.0.9)
On note qu’une de´monstration analogique a` la pre´ce´dente en appliquant l’e´quation Eq. (1.2.49) pour
f = 1, permet d’e´crire les relations suivantes :
〈aβ |x · nβσδβσ〉 = − (∇αβ) aβ |X (C.0.10)
〈∇aβ |x · nβσδβσ〉 = − (∇αβ) · ∇aβ |X (C.0.11)
D’autre part, la moyenne volumique de produit de deux variables a et b s’e´crit :
〈γβaβbβ〉 = 〈γβ
(
aβ + a
′
β
) (
bβ + b
′
β
)〉
= 〈γβaβbβ〉+ 〈γβaβb′β〉+ 〈γβa′βbβ〉+ 〈γβa′βb′β〉 (C.0.12)
On utilisant la relation d’idempotence, l’e´quation pre´ce´dente devient :
〈γβaβbβ〉 = αβaβbβ + 〈γβb′β〉︸ ︷︷ ︸
0
aβ + 〈γβa′β〉︸ ︷︷ ︸
0
bβ + αβa′βb′β
= αβaβbβ + αβa′βb′β (C.0.13)
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Annexe D
Re´solution du proble`me de couche
limite massique
L’objet de cette annexe est de pre´senter l’approche classique utilise´ pour re´soudre le proble`me de
couche limite massique. nous introduisons pour cela les simplifications suivantes :
— L’e´coulement est a` syme´trie sphe´rique
— Le flux de diffusion suit la loi de Fick et Dβ,k = Dβ
— Les variations de ρβDβ et λβ au voisinage de la particule sont ne´gligeables
— Le rapport entre la re´sistance thermique interne et la re´sistance thermique externe est ne´-
gligeable devant l’unite´ (i.e. Bi  1), cela signifie que la tempe´rature dans la particule est
uniforme
— Une fermeture au premier ordre de taux de re´action he´te´roge`ne est propose´e ci-dessous :
$k = νσ,kWkBe
−TaTp Yβ,O2 (D.0.1)
Sous ces hypothe`ses, les e´quations de transfert massique ou voisinage de la particule s’e´crivent :
∂t (ρβYβ,O2) +∇ · (ρβYβ,O2uβ) = ρβDβ∆Yβ,O2 (D.0.2)
∂tρβ +∇ · (ρβuβ) = 0 (D.0.3)
Les relations de saut s’e´crivent :
ρσ (uσ −w) · nβσ = $s (D.0.4)
(−ρβYβ,O2 (uβ −w) + ρβDβ∇Yβ,O2) · nβσ = $O2 (D.0.5)
ρβ (uβ −w) · nβσ = ρσ (uσ −w) · nβσ (D.0.6)
D’autre part, en inte´grant l’e´quation Eq.(D.0.4) sur la surface de la particule on obtient :
dmp
dt
=
∫
Ap
$s dS (D.0.7)
Nous nous plac¸ons dans le repe`re lie´ a` la particule en mouvement avec une vitesse uσ constante, les
e´quations Eqs.(D.0.2) et (D.0.3) s’e´crivent :
∂t∗ (ρβYβ,O2) +∇∗ ·
(
ρβYβ,O2u
∗
β
)
= ρβDβ∆
∗Yβ,O2 (D.0.8)
∂t∗ρβ +∇∗ ·
(
ρβu
∗
β
)
= 0 (D.0.9)
De la meˆme manie`re, les relations de saut (D.0.4) a` (D.0.6) s’e´crivent :
ρσw
∗ · nσβ = $s (D.0.10)(−ρβYβ,O2 (u∗β −w∗)+ ρβDβ∇∗Yβ,O2) · nβσ = $O2 (D.0.11)
−ρβ
(
u∗β −w∗
) · nβσ = ρσw∗ · nβσ (D.0.12)
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Nous supposons ici que l’e´coulement au voisinage de la particule est quasi-stationnaire et que le trans-
fert par convection dans le repe`re lie´ a` la particule est ne´gligeable dans le devant le transfert par
diffusion, les e´quations (D.0.8) et (D.0.9) s’e´crivent en coordonne´es sphe´riques sous la forme :
ρβDβ
d
dr
(
r2
dYβ,O2
dr
)
= 0 (D.0.13)
d
dr
(
r2ρβu
∗
β
)
= 0 (D.0.14)
— Les conditions aux limites a` la surface re´active rp et a` la couche limite massique δY et thermique
δT s’e´crivent :
Yβ,O2 = Y
s
β,O2
en r = rp
Yβ,O2 = Y
∞
β,O2
en r = δY
— Les relations de saut (D.0.10) a` (D.0.12) a` l’interface re´active rp s’e´crivent :
ρσw
∗ = $s (D.0.15)
−ρβDβ,O2
(
dYβ,O2
dr
)
= $O2 (D.0.16)
ρβ
(
u∗β − w∗
)
= −ρσw∗ (D.0.17)
er = −nβσ
rp
δY
Figure D.1 – Couche limite massique
En inte´grant l’e´quation Eq. (D.0.13) entre rp et r et en utilisant la relation de saut Eq. (D.0.16), on
obtient :
ρβDβ,O2
∂Yβ,O2
∂r
= −r
2
p
r2
$O2 (D.0.18)
En inte´grant l’e´quation pre´ce´dente entre r et δY , et en utilisant la condition limite en δY on obtient :
Yβ,O2 = Y
∞
β,O2 +
(
rp
r
− rp
δY
)
$O2
ρβDβ,O2
rp (D.0.19)
En introduisant le nombre de Damko¨hler [87, 86] :
Da = |νσ,O2 |WO2Be
−TaTp
ρβDβ,O2
rp (D.0.20)
134
Annexe D. Re´solution du proble`me de couche limite massique
En utilisant l’e´quation de fermeture du taux de re´action Eq. (D.0.1) et l’e´quation pre´ce´dente, l’e´quation
Eqs. (D.0.19) devient :
Yβ,O2 = Y
∞
β,O2 −
(
rp
r
− rp
δY
)
DaY sβ,O2 (D.0.21)
La fraction massique de l’oxyge`ne et la tempe´rature a` la surface re´active s’e´crivent donc sous la forme :
Y sβ,O2 =
1
1 +
(
1− rp
δY
)
Dae−
Ta
Tp
Y∞β,O2 (D.0.22)
En utilisant les e´quations Eqs. (D.0.7)-(D.0.1)-(D.0.22), on obtient :
dmp
dt
=
νσ,sWsBe
−TaTp
1 +
(
1− rp
δY
)
Da
ApY
∞
β,O2 (D.0.23)
L’e´paisseur de la couche limite massique est de´finie a` partir du nombre de Sherwood [128] :
δY
rp
=
1
1− 2
Sh
(D.0.24)
En ge´ne´ral, le nombre de Sherwood peut eˆtre estime´ a` partir de corre´lation de Ranz-Marshall [113] :
Sh = 2 + 0.6Re1/2p
1/3
Pr (D.0.25)
Pour une particule place´e dans une milieu au repos, on obtient la valeur Sh = Nu = 2, ce qui
implique que les e´paisseurs des couches limites deviennent infinies (δY → ∞). Finalement le taux de
consommation de la particule s’e´crit :
dmp
dt
=
νσ,sWsBe
−TaTp
1 +Dae−
Ta
Tp
ApY
∞
β,O2 (D.0.26)
— Re´gime re´actif (Da  1) : l’oxydation de la particule est limite´e par la re´action
dmp
dt
= νσ,sWsBe
−TaTp ApY∞β,O2 (D.0.27)
— Re´gime diffusif (Da  1) : l’oxydation est limite´e par la diffusion
dmp
dt
=
νσ,sWs
|νσ,O2 |WO2
ρβDβ,O2
rp
ApY
∞
β,O2 (D.0.28)
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Annexe E
Re´solution des proble`mes de
fermeture
E.1 Solutions analytique pour la cellule unitaire 1D
L’objet de cette annexe est de pre´senter la me´thode utilise´ pour calculer analytiquement les coefficients
d’e´change associe´s au milieu stratifie´ unidimensionnel e´tude dans 2.5.1.
Proble`mes de Fermeture quasi-stationnaire Pour un proble`me purement diffusif et unidi-
mensionnel, le proble`me de fermeture quasi-stationnaire associe´ aux variables s∞p , s’e´crit
d2s∞p
dxˆ2
− α−1β
NV∑
k=1
hˆ∞pj = 0 dans la phase-β (E.1.1)
s∞p = 1 sur Ap (E.1.2)
s∞p = 0 sur Ajavec j 6= p (E.1.3)
s∞p (xˆ+ rˆi) = s
∞
p (xˆ) (E.1.4)
〈γβs∞p 〉 = 0 (E.1.5)
avec :
hˆ∞pj =
ds∞p
dxˆ
|(xˆj−rj) −
ds∞p
dxˆ
|(xˆj+rj) (E.1.6)
La solution du proble`me de fermeture peut eˆtre construite a` partir des polynoˆmes du second degre´
de´finis sur les intervalles ]xˆj ; ˆxj+1[ par :
s∞p =
1
2
α−1β
NV∑
p=1
hˆ∞pj xˆ
2 + cpxˆ+ ep (E.1.7)
En introduisant l’expression pre´ce´dente dans les proble`mes de fermeture, nous obtenons un syste`me
line´aire a` 3∗9 e´quations. La re´solution de ce syste`me avec le logiciel de calcul symbolique Mathematica
[68] nous permet de de´terminer tous les coefficients polynomiaux. Le fait d’introduire la solution dans
l’e´quation Eq. (E.1.6) conduit a` :
hˆ∞pj =
 hˆ
∞
11 ; si p = j
hˆ∞12 ; sinon
(E.1.8)
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ou` hˆ∞11 et hˆ
∞
12 sont de´finis comme
hˆ∞11 =
6
αβ
+
24α2β
−36 + αβ (38− 3 (1− αβ)αβ) (E.1.9)
hˆ∞12 = −
3
αβ
+
24α2β
−36 + αβ (38− 3 (1− αβ)αβ) (E.1.10)
Proble`mes de fermeture lie´ aux effets d’histoire Le proble`me de fermeture instationnaire
associe´ aux variables s∗p, s’e´crit
∂tˆs
∗
p + δ(tˆ)s
∞
p = ∇ˆ2s∗p − α−1β
NV∑
k=1
hˆ∗pj dans la phase-β (E.1.11)
s∗p = 1− u(tˆ) sur Ap (E.1.12)
s∗p = 0 sur Aj avec p 6= j (E.1.13)
s∗p(xˆ+ rˆi) = s
∗
p(xˆ) (E.1.14)
〈γβs∗p〉 = 0 (E.1.15)
avec :
hˆ∗pj = ∂xˆs
∗
p|(xˆj−rj) − ∂xˆs∗p|(xˆj+rj) (E.1.16)
Le proble`me s’e´crit dans le domaine de Laplace sous la forme :
ξ{s∗p}+ s∞p =
d2{s∗p}
xˆ2
− α−1β
NV∑
k=1
{hˆ∗pj} dans la phase-β (E.1.17)
{s∗p} = 0 sur Ap avec 1 ≤ p ≤ NV (E.1.18)
{s∗p}(xˆ+ ri) = {s∗p}(xˆ) (E.1.19)
〈γβ{s∗p}〉 = 0 (E.1.20)
avec :
{hˆ∗pj} =
d{s∗p}
dxˆ
|(x′j−rj) −
d{s∗p}
dxˆ
|(x′j+rj) (E.1.21)
on obtient :
{s∗p} = cpe
√
ξxˆ + epe
√
ξxˆ − 1
ξ
α−1β
NV∑
p=1
{hˆ∗pj} − α−1β
(
1
ξ2
+
xˆ2
2ξ
) NV∑
p=1
hˆ∞pj
−cpxˆ+ ep
ξ
(E.1.22)
Avec la meˆme me´thodologie utilise´ pour le proble`me quasi-stationnaire, on obtient :
{hˆ∗pj} =
 {hˆ
∗
11} ; si p = j
{hˆ∗12} ; sinon
(E.1.23)
{hˆ∗11} =
αβ (3 coth[κ] + tanh[κ])
18κ
− αβ (36− αβ (38− (3− 7αβ)αβ))
6κ2 (36− αβ (38− 3 (1− αβ)αβ))
+
2α4β
9 (1− κ coth[κ]) (36− αβ (38− 3 (1− αβ)αβ)) (E.1.24)
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{hˆ∗12} =
8α4βκ
3e−κ
κ cosh[κ]− sinh[κ] + 108 (κ− 1)αβ + (1− αβ)α
2
β
(
114− 9αβ − 15α2
)− 8κα5β
36 (κ− 1)κ2 (36− αβ (38− 3 (1− αβ)αβ))
−αβ (3 coth[κ] + tanh[κ])
36κ
(E.1.25)
ou` on a pose´ κ2 =
α2β
36 ξ
E.2 Coefficient lumped pour un milieu pe´riodique
L’objet de cette annexe est de de´montre que pour un milieu pe´riodique, le coefficient lumped utilise´
dans la section 2.5.2 peut eˆtre calcule´ a` partir d’une cellule unitaire. Pour cela, nous introduisons le
variable fermeture lumped S∞, de´fini par :
S∞ =
NV∑
p=1
s∞p (E.2.1)
En sommant les NV proble`mes de fermeture associe´s a` s∞p , on obtient ainsi le proble`me de fermeture
associe´ a` S∞ :
0 = ∇2S∞ − α−1β
NV∑
p=1
hˆ∞p dans la phase-β (E.2.2)
S∞ = 1 sur Ap 1 ≤ p ≤ NV (E.2.3)
S∞(x + ri) = S∞(x) (E.2.4)
〈γβS∞〉 = 0 (E.2.5)
avec :
hˆp =
NV∑
j=1
hˆ∞pj =
∫
Ap
nˆβσ · ∇S∞ dSˆ (E.2.6)
Le syste`me illustre´ dans la figure (2.1) est pe´riodique dans toutes les directions, les coefficient hp ne
de´pendent pas de p. En conse´quence, hp peut eˆtre calcule´ pour une cellule d’unite´.
E.3 Me´thode de re´solution des proble`mes de fermeture quasi-
stationnaire
L’objet de cette annexe est de pre´senter la me´thode classique pour re´soudre les proble`mes de fermeture
quasi-stationnaire. Afin d’alle´ger l’e´criture des e´quations l’indice ∞ sera abandonne´ dans cette partie,
dans ce cas, le proble`me de fermeture I∞ s’e´crit :
λβ∇2sp − α−1β Hp = 0 dans Ωβ (E.3.1)
sp = 1 sur Ap (E.3.2)
sp = 0 sur Ap avec j 6= p (E.3.3)
sp (x + ri) = sp (x) sur Ae (E.3.4)
〈γβsp〉 = 0 (E.3.5)
ou` on a pose´ :
Hp = 〈nβσ · λβ∇spδβσ〉 (E.3.6)
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Une des principales difficulte´s associe´e a` la re´solution nume´rique des proble`mes de fermeture provient de
la nature inte´gro-diffe´rentielle (inte´grale de la solution apparaisse comme terme source dans l’e´quation
(E.3.8)). cette difficulte´ peut eˆtre leve´e en introduisant la de´composition suivante [102, 104] :
sp = s
I
p +Hps
II
p (E.3.7)
Cette de´composition permet de s’affranchir de son caracte`re inte´gro-diffe´rentielle et conduit a` une
re´solution plus simple de deux sous-proble`mes inde´pendants suivants :
Proble`me I :
λβ∇2sIp = 0 dans Ωβ (E.3.8)
sIp = 1 sur Ap (E.3.9)
sIp = 0 sur Ap avec j 6= p (E.3.10)
sIp (x + ri) = s
I
p (x) sur Ae (E.3.11)
(E.3.12)
Proble`me II :
λβ∇2sIIp − α−1β = 0 dans Ωβ (E.3.13)
sIIp = 0 sur Ap (E.3.14)
sIIp = 0 sur Ap avec j 6= p (E.3.15)
sIIp (x + ri) = s
II
p (x) sur Ae (E.3.16)
La condition de moyenne nulle sur sp Eq. (E.3.5) permet de de´terminer Hp par la relation :
Hp = −
〈γβsIp〉
〈γβsIIp 〉
(E.3.17)
La variable de fermeture sp est calcule´ a` partir de l’e´quation Eq. (E.3.7)
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Re´sume´
La pre´sence de fines particules de matie`res oxydables est rencontre´e dans de nombreuses situations
industrielles. Le risque d’explosion de poussie`res pre´sente une menace constante pour les industries de
transformation qui fabriquent, utilisent ou manipulent des poudres ou des poussie`res de matie`res com-
bustibles. Dans le secteur nucle´aire, les sce´narios envisage´s traitent, en particulier, le risque d’explosion
de poussie`res de graphite lie´es aux ope´rations de de´mante`lement des re´acteurs Uranium Naturel Gra-
phite Gaz. La proble´matique conside´re´e, dans le cadre de ce travail de the`se, est celle de la combustion
d’un me´lange dilue´ gaz-particules. L’objectif de cette the`se est de de´velopper un mode`le Euler-Lagrange
macroscopique permettant de pre´dire la vitesse laminaire de flamme qui est une des donne´es essentielles
pour les mode`les de vitesse de flamme turbulente utilise´s dans l’e´valuation des risques d’explosion de
poussie`res. Dans un premier temps, les e´quations macroscopiques de transferts massique et thermique
sont de´rive´es a` partir de la me´thode de prise de moyenne volumique. L’inte´reˆt de l’approche utilise´e ici
est de proposer des proble`mes de fermeture permettant d’estimer les coefficients de transferts effectifs,
tels que les coefficients d’e´changes thermiques et le coefficient effectif de la re´action he´te´roge`ne. Dans
un deuxie`me temps, des simulations Euler-Lagrange sont utilise´es pour de´terminer la vitesse de flamme
laminaire diphasique plane en fonction des caracte´ristiques du me´lange gazeux et des poussie`res de
graphite. Le mode`le propose´ dans ce travail est compare´ au mode`le Euler-Lagrange classique base´
sur la re´solution du proble`me de couche limite pour une particule isole´e en milieu infini. Cette e´tude
montre que les effets du taux de dilution et des e´changes indirects entre les particules ne sont pas
syste´matiquement ne´gligeables dans les e´changes macroscopiques entre les deux phases. D’autre part,
la pre´sente e´tude laisse entrevoir la potentialite´ de l’approche propose´e pour les simulations de´taille´es
de l’e´coulement diphasique.
Mots cle´s : Combustion, mode´lisation multi-e´chelle, e´coulement diphasique, transferts de chaleur et
de masse, approche Euler-Lagrange, prise de moyenne volumique, vitesse de flamme laminaire, re´action
he´te´roge`ne.
Abstract
The presence of fine particles of oxidizable materials is encountered in many industrial situations. The
risk of dust explosion presents a constant threat in transformation industries that manufacture, use
or manipulate powders or combustible materials dusts. In nuclear safety analysis, one of the main
scenarios is the risk of graphite dust explosion that may occur during decommissioning operations of
Uranium Natural Graphite Gas reactors. The issue considered in this thesis is related to combustion
of a dilute gas-particle mixture. This work aims at developing a macroscopic Euler-Lagrange model for
predicting laminar flame velocity, which is one of the essential data for turbulent flame velocity models
used to evaluate the risk of dust explosion. First, the macroscopic heat and mass transfer equations are
derived using the volume averaging method. The major interest of the proposed approach is to provide
closure problems that allow to estimate the effective transport coefficients, such as heat exchange coef-
ficients and the effective coefficient of the heterogeneous reaction. Second, Euler-Lagrange simulations
are used to determine the plane two-phase laminar flame velocity as a function of gas mixture and
graphite dust characteristics. The proposed model is compared to the classical Euler-Lagrange model
based on the resolution of the boundary layer problem in the vicinity of an isolated particle in an infi-
nite medium. Results show that the dilution rate and the indirect particle-particle exchanges are not
systematically negligible in the macroscopic exchanges between the two-phases. On the other hand,
this study suggests the potentiality of the proposed approach for detailed simulations of two-phase flow.
Key words: Combustion, multi-scale modelling, two-phase flow, heat and mass transfer, Euler-
Lagrange approach, volume averaging method, laminar burning velocity, heterogeneous reactions
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